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Introduction

Il existe différentes méthodes permettant de calculer une approximation numérique
de la solution d’une EDP : différences finies, éléments finis ou encore volumes finis sont
parmi les plus répandues. Ces méthodes ont en commun le cheminement global : on part
de I’équation dite continue, qui est discrétisée de sorte & obtenir un systéme linéaire qu’il
faudra alors résoudre pour obtenir I’approximation souhaitée.

Dans ce cours, on va s’intéresser & cette derniére étape. Plus précisément, on va se pen-
cher sur plusieurs méthodes qui peuvent étre « rangées » en deux catégories : les méthodes
directes, qui permettent d’obtenir directement la solution d’un systéme, et les méthodes
itératives, qui consistent a construire une suite de vecteurs qui converge vers cette solution.

La notion d’erreur sera centrale tout au long de ce cours. Il ne faut en effet pas oublier
que la résolution numérique d’une EDP conduit, dans une écrasante majorité des cas, a une
approximation de la solution continue, et non pas & sa connaissance exacte. L’analyse de
Perreur commise par 1’étape de discrétisation ne sera pas abordée (elle pourrait facilement
faire I'objet de plusieurs cours entiers!). Nous allons plutét nous concentrer sur I’analyse
de 'erreur commise par la résolution du systéme linéaire qui en résulte.

En effet, un ordinateur ne peut stocker une quantité infinie d’informations. Une consé-
quence évidente est qu’il n’est pas possible de résoudre directement une EDP qui serait
définie sur un domaine non borné : il faut trouver un moyen de tronquer le domaine. Mais
le probléme se pose aussi sur un domaine borné : un simple intervalle réel, aussi petit
soit-il, contient toujours un nombre infini de points, et il est donc impossible d’obtenir
la valeur d’une fonction sur tous les points qu’il contient. LA encore, il faut trouver des
stratégies permettant de discrétiser le domaine. Ce passage de l'infini au fini améne a ce
qu’on appelle des erreurs d’approximation.

Une autre conséquence, peut-étre moins immédiate, est que tous les nombres ne peuvent
pas étre stockés de maniére exacte. De la méme facon qu’il ne nous est pas possible d’écrire
toutes les décimales de 7w sur une feuille, un ordinateur ne pourra pas connaitre tous
les nombres de maniére exacte. C’est évident pour les nombres qui n’admettent pas une
représentation décimale finie, mais c’est aussi vrai pour d’autres, et les nombres qu’il est
possible de stocker de maniére exacte peuvent bien stir changer selon 'ordinateur et les
systémes utilisés. Par exemple, une calculatrice utilisant la base 10 pourra sans probléme
représenter 0.1, alors qu’un ordinateur utilisant la base 2 ne pourra jamais réaliser cet
exploit. Quand on stocke un nombre sur un ordinateur et quand on effectue des calculs
numériques, on commet donc des erreurs dites d’arrondi. L’un des objectifs de ce cours est
de mieux comprendre ces erreurs.
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On peut également citer un troisiéme type d’erreur : les erreurs sur les données. Une
EDP est souvent le résultat de la modélisation d’un probléme physique, que l'on peut
chercher a résoudre pour répondre & une question concréte. Quelle est la répartition de la
chaleur dans une piéce ? Comment une onde acoustique se propage-t-elle dans un guide 7 Y
a-t-il une tumeur dans un cerveau, et si oui ou est-clle? A quel moment un patient doit-il
s’attendre a sa prochaine crise d’épilepsie 7 Il ne s’agit que d’un petit nombre de questions
qui se posent, et qui ont toute un point commun : pour y répondre, il faut des données.
La répartition des radiateurs, la fréquence de ’onde envoyée, des mesures effectuées sur un
patient, ou méme le résultat d’un calcul numérique précédent. Toutes ces données ne sont
pas toujours connues de maniére exacte (c’est méme trés rarement le cas) : il faut donc le
prendre en compte lorsque 1’on résout une EDP, et toujours avoir en téte que les quantités
que 'on manipule ne sont pas le reflet exact de la réalité.

Dans la pratique, ces trois types d’erreurs se mélangent, ont parfois un effet amplifi-
cateur I'une sur I'autre. Elles ont des origines et des méthodes d’analyse différentes, mais
elles ont toutes en commun un fait : elles sont inévitables, et il est important de les avoir
en téte pour mieux les comprendre et d’établir des stratégies adaptées afin de les controler.
L’augmentation de la précision utilisée pour stocker des nombres est bien str une réponse
évidente aux erreurs d’arrondis, mais elle n’est que partielle : on pourra stocker plus de
nombres, mais il y en aura toujours une infinité d’autres qui ne pourront jamais I’étre. Uti-
liser des milliards de décimales pour représenter 7w sera bien str plus précis que le classique
3.14, mais si les opérations qui sont réalisées sur cette approximation sont instables, cette
erreur microscopique se propagera et s’amplifiera. Au final, on aura une solution de ’'EDP
qui n’aura d’approximation de la solution exacte que le nom.



Chapitre 1

Arithmétique flottante

Considérons un nombre décimal x, c’est-a-dire un réel dont on connait une représenta-
tion exacte tel que —92 ou 2016.0201. Une fagon de représenter ces nombres est d’utiliser

la notation scientifique :
r = +a-10°,

ot a € [1,10] et e € Z. Avec cette notation, les exemples précédents s’écrivent —9.2 - 10
(@ =92, e =1) et 2.0160201 - 10? (a = 2.0160201, e = 3). On peut écrire un certain
a € [1,10[ donné en faisant explicitement intervenir les N € N* différentes décimales qui

le composent :
N

d .
= Zﬁ, ouVn € [0,N], d, € [0,9],
n=0
et ainsi :
N g
r=410) —=.
10m
n=0

Cette écriture, relativement naturelle, peut étre généralisée avec d’autres bases. L’objectif
de ce chapitre est de comprendre comment et de répondre & la question qui va réellement
nous intéresser : comment représenter un réel quelconque avec un nombre fini d’informa-
tions ?

1.1 Un nombre infini de digits

Commengons par un résultat permettant, en quelque sorte, de représenter un réel quel-
conque dans une certaine base.

Théoréme 1.1.1. Soit b € N, b > 2. Soit a € [1,b]. Il existe une suite (dp)nen
prenant ses valeurs dans [0,b — 1] telle que :
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Démonstration. Soit la suite (ap)nen définie par :

vneN, a,:= Lbbnaj .

La suite (ap)nen est croissante. En effet, par définition de la partie entiére, pour tout
neN:
|b"a] < b"a,

d’ou :
b|b"a) < b"a.

Or, b|b"a] € Z et [b"*1a] est le plus grand entier inférieur ou égal & b"*la. Ainsi :
blb"a] < [b"al.
11 suffit alors de diviser par " *! pour obtenir :

LanLJ Lbn—i—laJ
b < pntl - dnl

Ay —

Montrons maintenant que la suite (a,)nen permet d’encadrer a. En effet, pour tout n € N,
la définition de la partie entiére donne :

|b"a] <b"a < [b"a| +1,

d’ou 'on déduit, en divisant par b" :

1
an < a<an+ o (1.1)

La partie gauche de cette inégalité permet de montrer que la suite (a,)nen est majorée
par a. Comme elle est croissante, on en déduit qu’elle converge. On passe alors a la limite
dans (1.1) pour obtenir :

lim a, = a.

n——+oo
Définissons maintenant la suite (dy,)nen par :

VneN, d,:=|b"al —b"an_1,

ou ’on a posé, pour simplifier la définition, a_; := 0. Commencons par remarquer que cela
définit une suite d’entiers. En effet, dy = |a| € Z et :

n—1
VneN*, d,=|b"a) — b”“’bn_f” = [b"a] — b ta] € Z.

Rappelons que la suite (a,)nen est croissante. Ainsi, pour tout n € N, on a :

[b"a]
o

ap—1 < ap =
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d’ou :
dp, = [b"a] —b"a,—1 > 0.

Par ailleurs, dy = [a| < b car a < b. Pour n € N*, on reprend la partie droite de (1.1) :

1
a < ap-—1+ = P
d’ou :
b"a < b"a,_1 + 0.
Ainsi :

[b"a] < b"a < b"an_1 + 0,
d’ou 'on déduit :
dp, = |b"a| —b"ap—1 <b.
Donc la suite (d,)nen est bien a valeurs dans [0,b — 1].
Pour tout p € N on écrit la somme partielle :

p

p p
> = 3 T = S ) =0y
n=0

Comme la limite de (ay,)nen n'est autre que a, on en déduit le résultat.

Remarque 1.1.2. La suite (ay)nen définie dans la preuve ci-dessus n’est en réalité
rien d’autre que la troncature de a. Plus précisément, pour tout n € N, a, est
I’écriture de a en base b tronquée a n chiffres aprés la virgule. Prenons par exemple
a = 2.0160201 et b = 10. Alors :

ag =2, a; =2.0, ag=201, az=2.016, etc.

La suite (dy,)nen, quant a elle, est la suite des chiffres de a dans son écriture en base
b. Toujours avec le méme exemple, on obtient :

do = 2, d1 = 0, dg = 1, d3 = 6, etc.

Une autre fagon d’écrire le résultat du Théoréme 1.1.1, un peu moins formelle, serait
donc :

a = do.d1d2d3 PN

Corollaire 1.1.3. Soit b € N, b > 2. Soit € R. Il existe s € {0,1}, e € Z et une
suite (dp)nen prenant ses valeurs dans [0,b — 1] telle que :

+o0o
e 35
n=0
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Démonstration. Si x =0, s =0, e = 0 et la suite constante égale & 0 conviennent. On
peut donc désormais supposer z # 0. Commencons par écrire :

z = (=1)°x]

avec s = 0sixz > 0et s =1si z <0. Comme la fonction log, est une bijection de R} vers
R, on trouve un unique e € Z tel que :

e <logy(|z|) < e+ 1.

Autrement dit :
be < x| < b

Soit alors a := b~ ¢|z|. L’inégalité ci-dessus implique :
1<a<b,
et on peut alors appliquer le Théoréme 1.1.1 pour conclure. |

Ce résultat ne permet bien siir pas de remplir notre objectif, & savoir représenter un
réel quelconque a l'aide d’'un nombre fini d’informations : il faudrait pour cela que la
suite (dp,)nen soit elle-méme finie (c’est-a-dire nulle a partir d’un certain rang), ce qui ne
se produit pas pour tous les réels. Cette représentation a cependant le bon gott d’étre
naturelle et nous allons, dans la prochaine section, définir un systéme qui s’en inspire trés
largement.

1.2 Nombres flottants

1.2.1 Représentation

Définition 1.2.1. Soient b € N tel que b > 2, p € N* et € = (emin, €max) € 7Z2. On
définit I'ensemble :

P
dy,
F(b,p,e) = {x € R; J(e,d) € [emin, €max] X [0,b — 1]]p+1/3: = +b° Z b”}
n=0

Le paramétre b est la base de représentation, p est la précision et e est la plage
d’exposants. Tout élément de F'(b, p, €) est appelé nombre & virgule flottante, nombre
flottant, ou encore simplement flottant. A chaque flottant est associé un entier e €
[€min, €max] appelé exposant et un (p+1)-uplet d € [0,b — 1]P 1 appelé le significande
(ou la mantisse), contenant les digits, ou chiffres, du flottant.

Dans toute la suite du cours, lorsque 'on parlera d’un ensemble de flottants F', on sous-
entendra la donnée d’une base b, d’une précision p et d’'une plage d’exposants € tels que
F = F(b,p,é). De la méme fagon, en parlant d’un flottant, il est sous-entendu la donnée
de son signe, son exposant et son significande.
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Définition 1.2.2. Soit F' un ensemble de nombres flottants. Les flottants dont le
premier digit est non nul (c’est-a-dire dyp > 1) forment le sous-ensemble des nombres
flottants normalisés. Les flottants dont le premier digit est nul (dy = 0) forment le
sous-ensemble des nombres flottants dénormalisés.

Remarque 1.2.3. Les nombres flottants normalisés ont une grande importance : ils
profitent d’une représentation unique, ainsi que d’une précision égale a p. Les nombres
dénormalisés permettent de représenter des réels beaucoup plus proches de zéro, mais
avec une précision amoindrie.

Remarque 1.2.4. Il peut parfois étre utile de représenter autrement les flottants.
De maniére équivalente, on peut ainsi définir :

x = +b"Pm, avecm € [0, pt— 1].

Le significande (ou la mantisse) est alors représenté par un entier dont les chiffres ne
sont autres que les d,. Les nombres normalisés correspondent & m > bP.

1.2.2 Bornes

Contrairement a la droite réelle, un ensemble de nombres flottants est borné : pour
la méme raison que ’'on ne peut pas stocker un nombre infini de chiffres, on ne peut pas
représenter des nombres arbitrairement grands (ou petits) dans un systéme de nombres
flottants F' fixé. Intéressons-nous de plus prés aux différentes bornes qui peuvent étre
définies.

Plus grande valeur positive. Notée Fij.x, elle est obtenue en considérant le plus grand
exposant possible (e = epax), avec tous les digits égaux a la plus grande valeur
possible (tous les d,, égaux a b — 1). Un rapide calcul donne :

b
Frnax = bmax Z

n=0

1

g = (b= b,

Plus petit nombre normalisé positif. Noté F., il est obtenu en considérant le plus
petit exposant possible (¢ = enin), et en prenant tous les digits nuls, sauf le premier
(pour avoir un nombre normalisé) pour lequel on considére la plus petite valeur non
nulle possible. On obtient :

1 &0
FE — bennn (bo + nz:; bn) — bEmln.

Plus petit nombre dénormalisé positif. Noté F),, il est obtenu en considérant le plus
petit exposant possible (e = epin), et en prenant tous les digits nuls, sauf le dernier :

o 1
FI/ — bemin . 7 _ beminfp.
(&)
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Epsilon machine. Noté €/, le epsilon machine est défini comme la distance entre 1 et
le plus petit nombre flottant strictement supérieur a 1. Ce flottant est obtenu en
passant le dernier digit de la représentation de 1 de 0 & 1, ce qui revient a ajouter
b~P. Ainsi :

ey =bP.

Remarque 1.2.5. On a ici utilisé la représentation du significande par un (p + 1)-
uplet, mais on obtient bien sir les mémes résultats en représentant le significande
par un entier.

Si la définition du epsilon machine peut paraitre quelque peu artificielle au premier
coup d’ceil, il s’agit en réalité d’une valeur trés utile lorsque 'on s’intéresse & la précision
d’un systéme de nombres flottants.

Proposition 1.2.6. Soit € F normalisé, et soit & les deux nombres flottants
adjacents & x dans F'. Alors :

oM < ot — | < Jefen.
b— EM
Démonstration. Supposons pour simplifier x > 0 (le cas z < 0 se traite de la méme ma-
niére). On écrit x = b Pm ou e est 'exposant de x et m € [[bp, prtt — 1]] son significande.
On obtient ainsi :
zt =bP(m £ 1),

d’ou :
2t — | = b°7P = beyy.

Comme m € [b?, 6P — 1], on en déduit :
b <z < b (b—bP),

d’ou le résultat. |

1.2.3 Un exemple de systéme : la norme IEEE 754

L’Institute of Electrical and Electronics Engineers a publié en 1985 [Ins85] une norme
d’arithmétique flottante. Connu sous le nom de IEEE 754, ce standard décrit un systéme
de nombres flottants, la maniére d’y représenter un réel quelconque, ainsi que la fagon dont
doivent se comporter les opérations élémentaires. Différents formats y ont été initialement
décrits, et d’autres ont été ajoutés avec le temps. On y trouve ainsi des formats binaires
(b = 2) mais aussi décimaux (b = 10), avec différentes précisions p et différentes plages
d’exposants (€pmin, €max). Cette norme est aujourd’hui trés largement répandue : la plupart
des ordinateurs utilisent maintenant le format dit en « double précision ». Le Tableau 1.1
liste quelques formats décrit dans la norme, parmi les plus utilisés.
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Format Nom usuel P €min €max
binary32 Simple précision 23 —126 127
binary64 Double précision 52 —1022 1023
binary128 Quadruple précision 112 —16382 16383

TABLE 1.1 — Paramétres de formats définis dans la IEEE 754.

Concrétement, un nombre est stocké sur un ensemble de 32 bits en simple précision,
64 bits en double précision, ou encore 128 bits en quadruple précision. Cet ensemble est
découpé en trois espaces (voir la Figure 1.1 pour avoir une idée des proportions).

Bit de signe. Un seul bit est utilisé pour le signe : il est fixé & 0 si le nombre est positif,
et 1 si le nombre est négatif.

Exposant biaisé. L’exposant est stocké sur une séquence d’un nombre fixé de bits. Plus
précisément, on y stocke un exposant dit « biaisé » : c’est un entier positif, auquel
on retranche une valeur fixée (le biais) pour obtenir I’exposant du nombre qui sera
alors compris entre epin — 1 et emax + 1. Ces deux valeurs extremales sont cependant
réservées (on y reviendra juste apreés).

Significande. Les bits restants servent a stocker le significande : un bit correspond & un
digit du nombre. Un total de p bits est utilisé : on ne stocke que les digits di a d,
en supposant que dy = 1 (sauf cas particulier, précisé juste apreés).

Exemple 1.2.7. En double précision, p = 52 bits sont utilisés pour le significande,
sur un total de 64 bits dont un est réservé pour le signe. Il reste donc 11 bits pour
stocker 'exposant biaisé qui peut ainsi prendre toutes les valeurs entiéres comprises
entre 0 et 211 — 1 = 2047. Le biais est fixé a 1023.

FIGURE 1.1 — Stockage d’un flottant selon la norme IEEE 754 : un bit pour le signe s, une
séquence pour ’exposant biaisé €, le reste pour le significande m.

Des cas particuliers se présentent donc si I’exposant est en dehors de la plage indiquée
dans le Tableau 1.1. Si e = eppin — 1, deux cas se présentent :

1. le significande est nul, auquel cas le flottant représente zéro;

2. le significande est non nul, auquel cas le flottant est dénormalisé : dy est implicitement
fixé & 0 et e est fixé & emin.

Le cas e = epmax + 1 permet de représenter des valeurs spéciales. La encore, le significande
permet de distinguer deux cas :

1. §'il est nul, on représente +oo (selon le bit de signe) ;
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2. ¢’ est non nul, on représente une erreur : NaN (« Not a Number »), qui est le plus
souvent résultat d’une opération dont le résultat ne peut étre connu (0 X oo ou 0o — oo
par exemple).

Pour représenter un réel quelconque x € R dans l’ensemble des nombres flottants,
différentes stratégies d’arrondis sont définies. La plus répandue est celle de I’arrondi au
chiffre pair le plus proche, décrite dans la prochaine section. Si || > Fipax, ¢’est un cas de
dépassement (ou overflow) : on le représente par +oo. Au contraire, si |z| est trop petit,
c’est un cas de sous-passement (ou underflow) : x est arrondi au nombre dénormalisé le
plus proche si |z| € |F), F¢[, ou devient zéro si |z| < F,.

1.3 Arrondis

Revenons & un systéme de nombres flottants F' défini par une base b, une plage d’ex-
posants (emin, €max) €t une précision p et intéressons-nous de plus prés a ce qu’on appelle
communément les erreurs d’arrondis. Pour simplifier les notations dans la suite, on définit

p
(%:{xeRsﬂa@GZXHQb_@nyziWEZ%}’

n=0

I’ensemble de tous les nombres flottants avec précision p, sans restriction sur I’exposant.

On définit I’application arrondi
l:R—>G

x — fl(z)

ou l'image d’un réel est définie par :

Ve e R, |z —fl(z)| = min|z — y|.
yeG

Si deux éléments de G vérifient ce minimum, on choisit celui dont le dernier digit est nul :

dp = 0.

Définition 1.3.1. On appelle plage de F ’ensemble des réels € R pour lesquels
fi(z) € F et fl(x) est normalisé.

Remarque 1.3.2. Si x € R est dans la plage de F', on peut construire son représen-
tant flottant explicitement. Considérons pour simplifier z > 0. Comme fl(z) sera un
flottant normalisé, on a en particulier :

pomin = F, < 2 < Fpay < bt

Ainsi :
emin < logyx < emax + 1.

Soit e = [log, x| et soit f := logyx — e. Alors x = b°b/. Comme f € [0,1[, on
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remarque que s := b/ € [1,b[. En posant p := bPs, on a obtenu :
x=b"Pu, avec u € b7, 0PI

On obtient alors
fi(z) = b"Pm, avecm € {|u], [u) +1},

le choix de m permettant de minimiser la distance entre x et fl(x).

Définition 1.3.3. On définit 'unité d’arrondi comme le réel

EM
U= —.
2

Théoréme 1.3.4. Soit z € R dans la plage de F. Alors :
30 € |—u,ul/ f(z) =z(1+9).

Démonstration. Supposons pour simplifier x > 0. Comme = est supposé étre dans la
plage de F', on peut écrire :

x=b"Pu, avec p € b7, 0PI
On peut toujours écrire :
] < p <|p)+1,

soit :
y1= 0P ) < @ < HP(L) + 1) = g

Ainsi, 11 et yo sont les deux éléments adjacents de F' les plus proches de . Autrement dit,
fi(z) € {y1, 92}, et donc :

_ e—p
On a donc obtenu : -
-fi@)| _ %1
x| TP 2u
On se souvient alors que p > bP, d’ou :
@) _ 1
|| 2

Si g > bP, alors l'inégalité ci-dessus est trivialement stricte. Sinon, u = bP. Dans ce cas,
x = b° est représenté de maniére exacte : = fl(z), d’ou l'inégalité stricte également,
puisque le membre de droite est nul. |
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Remarque 1.3.5. Dans la preuve, on pourrait aussi estimer |xlg(ﬁ$(ﬁ)‘. On obtiendrait

la méme borne. Ainsi, on peut proposer une reformulation du résultat du Théo-
réme 1.3.4 :

_ X
144

36 € |—u,ul/ fi(z)

L’erreur relative commise lorsque l'on stocke un réel est donc bornée par w. Il s’agit
d’une borne supérieure : il existe bien entendu des nombres pouvant étre représentés de
maniére exacte, et pour laquelle cette erreur sera donc nulle. Le résultat suivant établit par
exemple que les entiers (s’ils ne sont pas trop grands) peuvent étre représentés de maniére
exacte (dans la pratique, si on sait que I'on travaille avec des entiers, il serait tout de méme
plus judiciable d’utiliser les types dédiés).

‘ Proposition 1.3.6. Soit m € [1,0P* —1]. Alors fl(m) = m.

Démonstration. Comme 1 < m < bPT! alors en particulier 0 < logym < p+ 1 et
ainsi 0 < |log,m| < p. Soit alors e := [log; m|. On note f := log, m — e, de sorte que
log, m = e + f et ainsi m = b°b/. Par définition de la partie entiére, on a :

e <log,m <e+1,
d’ott 'on déduit f € [0,1[. En notant s := b/, on obtient alors s € [1,b[. On écrit alors :
m = b%s = b PbPs = b Py,

ot y = bPs € [bP, bPFL]. Or
w=b""°m.

Comme e < p, p—e >0, dou b~ ¢ € N. Comme m € N, on en déduit u € N et ainsi
m =0b"Pu avec u € [[bp,bp+1 — 1]],

ce qui n’est autre que la représentation de m dans la base b avec une précision p. |

1.4 Opérations sur les flottants

1.4.1 Modéle standard

Le modéle standard de I'arithmétique des flottants impose :
V(z,y) € R?, fi(zopy) = (zopy)(1+4), avec |d] < u,

ol op désigne les opérations élémentaires : +, —, X et /. Ce modéle est respecté par la
norme [EEE 754 qui indique que ces opérations élémentaires doivent étre réalisées comme
si on avait accés & une « précision infinie » avant d’arrondir le résultat. Concrétement, cela
est rendu possible en réalisant les opérations avec des précisions étendues, en augmentant
temporairement le nombre de chiffres.
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Remarque 1.4.1. Tout comme pour le Théoréme 1.3.4, il est équivalent d’imposer :

T op
144§’

V(z,y) € R*, f(zopy)= avec |6 < u.

Exemple 1.4.2. [’augmentation temporaire de la précision est importante. Prenons
par exemple, en base 2 et avec une précision p =2 : x = 1.00-20 et y = 1.11 - 271,
Pour effectuer 'opération x — y, il faut commencer par transformer les opérandes de
sorte qu’elles partagent le méme exposant (le plus grand des deux). Ici, il faut donc
travailler avec y = 0.111 - 2°. On voit tout de suite le probléme : une précision de
p = 3 serait nécessaire. Si on utilise une telle précision, on effectue 'opération

1.000 -2 —0.111-2° = 0.001 - 2° = 1.00 - 27.
Si au contraire, on reste en précision p = 2, y devra étre tronqué et on effectue

I'opération :
1.00-2° —0.11-2° = 0.01-2° = 1.00 - 272

On obtient donc un résultat deux fois plus grand que celui attendu !

Pour un couple (x,y) € R?, 'opération x opy est réalisée en trois étapes :
1. fi(x) et fi(y) sont calculés,
2. Popération fl(x) op fi(y) est réalisée en « précision infinie »,

3. le résultat est arrondi pour étre stocké ou réutilisé.

Remarque 1.4.3. Le fait que les représentants de x et y soient calculés avant toute
autre opération peut paraitre naturel : aprés tout, l'ordinateur ne pourra pas manipu-
ler des quantités abstraites pour lui. Ce simple fait a pourtant quelques conséquences,
parfois surprenantes. Il n’est ainsi pas toujours vrai que fi(fl(x) + fi(y)) = fi(z + y).
Par exemple, en base b = 2, les réels 0.1, 0.2 et 0.3 ne sont pas représentables en
précision finie :

(0.1) #0.1, (0.2) #0.2, f(0.3) # 0.3.

On peut montrer avec quelques calculs que :
fi(f1(0.1) + £1(0.2)) # f1(0.3).

En particulier, dans un code, le test d’égalité 0.1 + 0.2 == 0.3 est faux! C’est
une des raisons pour lesquelles, de maniére générale, il est souvent préférable de ne
pas tester ’égalité entre deux flottants, mais plutdt de tester s’ils sont suffisamment
proches (pour une tolérance fixée).

Avec pas moins de trois arrondis qui sont effectués, une opération élémentaire n’est pas
aussi anodine qu’elle pourrait paraitre. Il peut donc étre intéressant, quand on s’intéresse
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& un algorithme, de « compter » le nombre d’opérations élémentaires qui seront nécessaires
a sa réalisation (ou tout du moins en avoir une estimation). Ce nombre peut étre exprimé
en flops.

| Définition 1.4.4. Un flop représente une opération élémentaire.

Plus un algorithme nécessite de flops, plus la machine qui I’exécutera mettra du temps
& arriver au bout, et plus elle risque de multiplier les erreurs.

1.4.2 Perte de propriétés

Les opérandes d’une opération élémentaire étant arrondies de maniére indépendante,
la commutativité de ’addition et de la multiplication est conservée. En revanche, 1’asso-
ciativité est perdue : il n’est pas toujours vrai que (a +b) +c= (a+ (b+ ¢)), et de méme
pour la multiplication.

Exemple 1.4.5. Avec a =11(0.1), b = 1(0.2) et ¢ =1(0.3), on a :
fA((a+b) +c) #fl(a+ (b+c¢)) et f((ab)c) # fi(a(be)).

De la méme fagon, on peut trouver des exemples qui montrent que, dans le monde
des flottants, I’addition n’est plus distributive par rapport & la multiplication : il n’est pas
toujours vrai que a(b+ ¢) = ab + ac.

Exemple 1.4.6. Avec a = fi(10710) et b = ¢ = fi(103%8), la somme b + ¢ méne a un
dépassement, évité si ’on fait ab + be. Ainsi :

fi(a(b+ ¢)) # fl(ab + ac).

1.4.3 Absorption

Le phénoméne d’absorption intervient dans la somme de deux nombres dont les ex-
posants sont trop éloignés 'un de 'autre. Lorsque les opérandes sont ramenées au méme
exposant (le plus grand des deux), il peut arriver que les bits soient décalés « trop loin »,
menant & une perte d’information pure et simple.

Exemple 1.4.7. Avec a = fi(10%) et b = fI(10~®), en double précision, on obtient
a+b=a.

1.4.4 Annulation catastrophique

Le phénoméne d’annulation catastrophique intervient dans la soustraction de deux
nombres trop proches : la plupart des chiffres significatifs s’annulent les uns aprés les
autres, et il n’en reste alors que trés peu, menant & un résultat de faible précision.
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Exemple 1.4.8. Considérons un exemple complétement artificiel, pour comprendre
de quoi il retourne. On travaille en base 10, avec une précision p = 10. Soient = 7
et y = 7(1 4+ 1071). En arithmétique exacte, on aurait :

y—z=m-10"1 ~ 3.1415926536 - 10~ '°,

ou le résultat a été arrondi & 10 chiffres aprés la virgule. Avec la précision choisie, on
a cependant :

fi(z) = 3.1415926536 et fl(y) = 3.1415926539.

Les deux opérandes ont le méme exposant, donc la soustraction peut se faire sans
étape préliminaire. Cependant, tous les chiffres de fl(z) et fl(y) coincident, sauf la
derniére décimale. Il ne reste donc plus que :

fi(y) — fi(z) =3 - 10710,

ce qui est une approximation assez grossiére du résultat exact, quand on s’attend a
avoir une précision a 10 chiffres.

Exemple 1.4.9. Soit (a,b,c) € R? tel que a # 0 et b*> — 4ac > 0. Il est bien connu
que le trinéme ax? + bz + ¢ admet alors deux racines réelles données par :

ot —b+ Vb? — dac

2a

Cette formule peut parfois poser quelques problémes numériques. Considérons a =
c=1et, pour n € N* b = —(10"+107"), de sorte que zT = 10" et = = 107" Avec
n = 8, en double précision, la formule ci-dessus donne bien 2+ = 108, mais on obtient
x~ ~ 1.49 - 1078, L’erreur diminue si on considére des valeurs de n plus petites. Le
probléme ici est que b? >> 4|ac|, de sorte que v/b% — 4ac ~ |b|. Comme b est négatif,
le numérateur de x~ est ainsi une soustraction entre deux valeurs trés proches, ce qui
explique lerreur importante. On peut contourner ce probléme en calculant d’abord la
racine ol n’interviendra pas la soustraction problématique, puis en utilisant la relation
A . A noter que si 'annulation catastrophique apparait dans la soustraction
b%2 — 4ac (ce qui arrive si les deux racines sont proches), il n’existe aucune solution
permettant d’arranger les choses (& part l'utilisation d’une plus grande précision).

1.5 Retrouver les paramétres d’un systéme

Tout ce qui précede s’applique & un systéme de nombres flottants, fixé par une base
b, avec une précision p et une plage d’exposants (€min,€max). Pour mieux comprendre
les erreurs d’arrondi, il est donc important de connaitre les paramétres du systéme dans
lequel on effectue les calculs. Nous allons nous intéresser ici & des méthodes permettant
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de retrouver ces paramétres, dans le cas ol ceux-ci ne seraient pas accessibles dans une
quelconque documentation.

1.5.1 Base

Commencons par nous pencher sur I’Algorithme 1.5.1.

Algorithme 1.5.1 : Déterminer la base d’un systéme

a:=1

tant que ((a+1)—a) =1
La::2a

=1

tant que ((a+ ) — a) £ 5
| B=p8+1

Du point de vue de 'arithmétique exacte, cet algorithme semble quelque peu absurde :
a priori, la condition de la premiére boucle semble éternellement vérifiée, tandis que la
condition de la seconde boucle semble ne jamais ’étre. Le monde de I'arithmétique flot-
tante est cependant différent, et il se trouve que, dans la pratique, la premiére boucle va
effectivement s’arréter, et la seconde boucle fera au moins un tour, le tout pour finalement
donner une valeur bien particuliére a f.

La preuve de 'arrét en temps fini de cet algorithme est I'objet du résultat qui suit.
L’idée est d’exploiter le phénomeéne d’absorption : a chaque tour de la premiére boucle,
la valeur de «v est augmentée de sorte que, au bout d’un certain temps, son exposant (en
tant que flottant) dépassera la précision p. Lorsque 'addition v+ 1 est réalisée, le décalage
nécessaire pour aligner les digits de a et de 1 fera que ce dernier sera finalement représenté
par zéro : on obtiendra alors fl(av + 1) = «, d’on la sortie de la boucle. Cette absorption
continuera alors dans la seconde boucle, tant que 3 ne sera pas suffisamment grand pour
qu’elle n’ait plus lieu.

Proposition 1.5.2. L’Algorithme 1.5.1 se termine en temps fini avec pour valeur
finale 8 = b.

Démonstration. La premiére boucle construit une suite de réels strictement croissante
(ag)r définie par ap = 2F. Supposons que ap < P! — 1. Comme a3 est entier, on a
directement fl(ag) = ay. Si ag +1 < P! — 1, on a de la méme facon fl(ay, +1) = ay + 1.
Sinon, ay, + 1 = WP = b*7PHP avec e = p + 1, donc fli(ag + 1) = ai + 1. En résumé, dans
tous les cas, dés que o, < WP — 1, onafl(ay +1) = ag + 1, dot i((ag, + 1) — o) = 1,
et on reste dans la boucle.

Soit maintenant k& € N le premier entier pour lequel oy, > bPT1 — 1, c’est-a-dire ay, >
b+ puisque o, € N. Par minimalité de k, ag_1 < P71 — 1 donc, par ce qui précéde,
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fl(ak—1) = ag—1. Ainsi
fi(ax) = A(2fl(ax-1)) = A(2ax1) = (2").
Comme a1 < bt — 1, ona:
ap = 2051 < 20T —
Or, b > 2, donc 2P < b - bPFTL = pPF2. Autrement dit :
PP <y <P -2 < pPFR

Ainsi :
p+1<log,ar <p+2.
On a donc obtenu e := |log, ai] = p+ 1. On en déduit :

" d, L dy,
INED SR 93
Ainsi :

p p
dn,
+1 +1 +1 n
(o) +1 =0 Eb +b° bpl—bp <§ o bp+1>

n=0
Autrement dit :

f 1) = ot =
( (Oék; + Z bn ’
d’ou :
fA(fl(ag) + 1) — fl(ax) = 0,
et la boucle s’arrétera alors avec o = fl(ay,).

Intéressons-nous a la seconde boucle. Supposons 8 < b. Comme [ est entier et § €
[0,b — 1], on peut directement écrire

0(8) = 8= 0
d’out ,
a+f(B) = vt ( 0?;+le> )
et ainsi :

(e + (B bpﬂzbn a,

donc fl(a 4+ fl(8)) — a = 0 et on reste dans la boucle.
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Considérons alors 3 = b. Alors fl(8) = 8 =b =1L Ainsi :
p—1

P
d 1 d dp,+1
_ pptl Ejl 2} aptl Zl P
a+5ibp (Obn+bp>bp <0bn+ b )

Sidy, € [0,b — 2], on a donc directement obtenu la représentation de o+ /. Sinon, d,,+1 = b
et on écrit :

dy+1 dp+1-0+0 1
pp bp o1

d’ou : )
.

d dp—1+1

_ pptl On  Opo1 T2

atpf="b <Zob"+ =) )

et on continue ainsi jusqu’a atteindre un rang d,, € [0,b — 2]. Si un tel rang n’existe pas,
cela signifie que :

i b =1
Oé—bp Z bn —bp b7
n=0

donc a+ B =bPT2 —b+b = bPt2 = b*PIP avec e = p+ 2. Dans tous les cas, on a obtenu :

flla+B8)=a+p

donc on sort de la boucle avec la valeur finale 5 = b. |

1.5.2 Précision

Une fois la base connue, il peut étre intéressant de récupérer la précision autorisée par
le systéme. On pourrait 'obtenir a partir de 'algorithme précédent (cachée dans la valeur
finale de ), mais nous allons voir ici une autre approche qui consiste a calculer la valeur de
I’epsilon machine. La encore, tout repose sur le phénoméne d’absorption qui nous permet
de détecter le moment & partir duquel il n’est plus possible de dissocier 1 de 1 + €.

Algorithme 1.5.3 : Déterminer la précision d’un systéme

e=1

k=0

tant que 1 +¢>1
5::%
kE=k+1

Proposition 1.5.4. L’Algorithme 1.5.3 se termine en temps fini avec pour valeur
finale k =p+ 1.
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Démonstration. L’Algorithme 1.5.3 construit une suite () avec :

_ 1
VkeN, e =b ’f:bobfk.

Pour tout k € [0, k], on aura donc :
k—1 p
0 1 0
1 =0 (14> —+ o+ >
+ &k ( +n:1 bn+bk+n:k+1 b")’

d’ou fi(1+¢) = 14¢ex > 1. Tant que k € [0, k], on reste donc dans la boucle. Considérons
maintenant £ = p + 1. Alors :

p
0 1
0
l+epy1=0 <1+ Elbn_‘_bpl>’

d’ott (1 4+ €p41) = 1, donc la condition n’est plus vérifiée : on sort de la boucle, avec
k=p+1. |

1.5.3 Plage d’exposants

Il reste & déterminer la plage d’exposants autorisés par le systéme. Pour déterminer
I’exposant maximal, on peut utiliser I’Algorithme 1.5.5 dont 1’idée est d’exploiter le dépas-
sement : on construit un nombre sous la forme b*, avec k de plus en plus grand, jusqu’a
atteindre les limites du systéme, ou ce nombre sera alors considéré comme infini.

Algorithme 1.5.5 : Déterminer ’exposant maximal d’un systéme

y=1

k=20

tant que by > y

Lyrzby
k=k+1

Proposition 1.5.6. L’Algorithme 1.5.5 se termine en temps fini avec pour valeur
finale kK = emax + 1.

Démonstration. L’Algorithme 1.5.5 construit la suite des
k
Yy = b".

Si k < emax, Yo = b* < b donc fl(yx) = yi. De plus, by, = bF+1 < bfmax donc
fi(byr) = byk. Ainsi fl(byx) > fl(y) et on reste dans la boucle. Si k = emax, yx = b donc
fl(yr) = yr. Cependant, by, = bemaxF1 donc fl(byy) = +o00. Dans ce cas encore, fl(byx) >
fi(yx) donc on reste dans la boucle. Si k = epax + 1, yp = b®maxt1 donc fi(yg) = +o0o. De
méme, fl(byy) = +oo. Ainsi, fl(by) = fl(yx) donc on sort de la boucle. [ |
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L’exposant minimal peut étre obtenu par une approche similaire, qui est décrite dans
I’Algorithme 1.5.7. La preuve peut étre facilement adaptée de celle du résultat précédent.
L’idée est ici d’exploiter le sous-passement : on construit b=*, jusqu’a ce que ce nombre
atteigne les limites du systéme et soit donc considéré comme 0.

Algorithme 1.5.7 : Déterminer ’exposant minimal d’un systéme

y:=1

k=0

tant que ¥ <y
— Y
Y=y

Lk::k—l

Proposition 1.5.8. L’Algorithme 1.5.7 se termine en temps fini avec pour valeur
finale £k = emin — p — 1.

On remarque la nécessité d’avoir accés a la précision, contrairement a la détermination
de 'exposant maximal qui n’en avait pas besoin. Cela est dii au sous-passement graduel :
quand y devient plus petit que le plus petit flottant normalisé, il n’est pas encore arrondi a
zéro. Cela n’arrivera que quand il deviendra plus petit que le plus petit flottant dénormalisé,

d’ot les p itérations en plus.



Chapitre 2

Propagation des erreurs et
conditionnement

Le chapitre précédent montre que les erreurs sont inévitables : qu’elles viennent de
mesures imprécises, d’erreurs dues a des calculs précédents, ou simplement d’arrondis lors
du stockage, on ne peut pas supposer que les données d’un calcul sont parfaites. On peut
en revanche chercher a faire en sorte que ces erreurs ne soient pas amplifiées.

2.1 Erreurs absolue et relative

11 existe différentes maniéres de mesurer 1’écart entre deux objets. Une approche plutét
naturelle consiste a calculer ’erreur absolue.

Définition 2.1.1. Soit  un élément d’un espace vectoriel normé. Soit  un autre
élément dont on s’attend a ce qu’il « approche » x. L’erreur absolue entre = et I est
définie par :

[z — 2.

En théorie, on va donc chercher a avoir la plus petite erreur possible. En pratique,
cette mesure n’est pas toujours la plus pertinente. Considérons un exemple ol x est une
certaine longueur, exprimée en métres, que ’on cherche a mesurer, le résultat de la mesure
étant stocké dans Z. Imaginons que l'on obtienne une erreur absolue égale a& 10 : Iécart
entre la mesure et la longueur réelle est donc de 10m. A premiére vue, cela peut paraitre
beaucoup, et il vrai que si I'on cherche & mesurer, par exemple, la longueur d’une étagére
d’une bibliothéque, une erreur de 10 m semble importante. Mais si la longueur a approcher
est le rayon de la Terre, une erreur de 10 m est plus qu’acceptable. Méme si on aimerait
que l'erreur absolue soit toujours la plus petite possible, il faut donc bien garder en téte
que ce qu’on appelle une erreur « acceptable » dépend fortement du contexte.

La différence entre la longueur d’'une étagére et le rayon de la Terre est 1’échelle : la
premiére longueur est de 'ordre du métre, tandis que la seconde est de ’ordre de plusieurs
milliers de kilométres. Pour tenir compte de 1’échelle, on peut utiliser I'erreur relative.

21
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Définition 2.1.2. Soit x # 0 un élément d’un espace vectoriel normé. Soit & un
autre élément dont on s’attend a ce qu’il « approche » x. L’erreur relative entre x et
Z est définie par :

Pour différencier ’erreur absolue de I’erreur relative, on choisit assez souvent d’exprimer
cette derniére en pourcentage. Reprenons notre exemple de mesure d’une longueur. Ima-
ginons que la longueur réelle de I'étagére soit de 3m et que notre mesure soit de 13 m. On
obtient donc une erreur absolue égale a 10, et une erreur relative de plus de 333.33 % (et on
devra acheter plus de livres). Le rayon moyen de la Terre est de 6371.008 km = 6 371 008 m
[Wik23]. Avec une estimation a 6371018 m, on obtient la aussi une erreur absolue égale a
10, mais une erreur relative de 0.0002 %, ce qui semble beaucoup plus acceptable.

Remarque 2.1.3. Quand on cherche & comparer deux réels (une valeur « exacte »
et une approximation obtenue par un calcul), il est souvent tentant de comparer
leurs chiffres significatifs. Cependant, il ne s’agit pas toujours de la mesure la plus
pertinente. Considérons par un exemple un réel T qui doit approcher 1. Si = 1.00015,
on obtient une approximation exacte & 3 chiffres aprés la virgule, ce qui & premiére
vue peut sembler meilleur que = 0.99999 qui ne partage aucun chiffre avec la
valeur exacte. Pourtant, cette deuxiéme approximation est meilleure que la premiére :
Perreur est inférieure a 0.001 %, 1a o le premier cas donnait une erreur de 0.015 %.

Le résultat suivant établit la maniére dont se propage une erreur sur les opérandes
d’une opération élémentaire.

Proposition 2.1.4. Soit (z,y) € R? tel que z,y # 0. Soit (J,8,) € R? tel que
% < 1let % < 1. Alors :
0z 0.
S §) = i Tt 22 ,
(a4 82)(y+ 3) =y (1+ % (%))
G <5””5y>)
y+oy, y Ty ’
T Oy Yy 59)
+0,) + (y+0y) = (z + + b2
@+8)+ W +d)=(a >< L%, VS

Démonstration. Multiplication. Il suffit de développer :
(x + 02)(y + 0y) = 2y + 2y + Y0z + 6,0y,
puis on factorise par xy pour obtenir le résultat.

Division. On commence par un développement limité :

2
Ll ((8Y),
y+dy Yy Yy Y
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Ainsi :

T+ 0, :$+5sz+5méy+o<5$5y>'
Y+ 0y Y y oy Ty

z :%J(H).
Yy Yy Yy Yy x

I1 suffit ensuite de développer.

Addition. Comme pour la multiplication, I’'idée est de factoriser par x + y et de faire
apparaitre ’erreur relative sur les données. |

En notant que 6, = (z+9,) —x, la quantité %’” n’est autre que 'erreur relative obtenue

en approchant z par £+9,. On peut bien sir faire la méme remarque pour y. Ainsi, % et %
représentent les erreurs relatives sur les données. Ce résultat nous dit que la multiplication
et la division sont des opérations stables : si les erreurs d’entrée sont petites, les erreurs de
sortie le seront aussi.

On ne peut pas en dire autant de l'addition, ou plus exactement de la soustraction.
Comme les signes de x et y ne sont pas précisées, le résultat s’applique aux deux opérations.
Si x et y sont de méme signe, on peut montrer que aci—‘ry < 1, ce qui fait que I'erreur reste
contrélée par les erreurs relatives sur les données : tout va bien. En revanche, si x et y sont
de signes opposés, alors I'un des deux quotients xiﬂ/ ou ﬁ sera strictement supérieur a
1 : Perreur n’est plus controlée, ce qui est d’autant plus vrai si |z| et |y| sont proches.

2.2 Conditionnement

On s’intéresse a un calcul écrit sous la forme y = f(z) ou f est une fonction entre
deux espaces vectoriels normés. Plus précisément, on cherche & déterminer la « qualité »
d’une certaine approximation § de y en distinguant deux types d’erreurs (voir [Hig02]).
Pour simplifier la définition des erreurs considérées, on suppose x # 0 et y # 0.

Définition 2.2.1. On appelle erreur aval (ou erreur « forward ») l'erreur (relative)
commise sur la sortie : .
Iy = 91l
lyll

On appelle erreur amont (ou erreur « backward ») la quantité :

[l — &]]

]

Si la définition de 'erreur aval semble plutdt naturelle, puisqu’elle revient a mesurer la
précision avec laquelle on s’est approchés de la solution exacte, celle de I’erreur amont ’est
un peu moins. Pour comprendre son intérét, il faut rappeler le contexte du numérique : on
ne dispose, en général, pas de 'entrée exacte x, au sens ot la quantité qui sera réellement
envoyée & la fonction sera probablement différente, a cause d’imprécisions dans des mesures,

ou f(&)=7.
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ou a cause d’erreurs d’arrondis, par exemple. L’idée derriére ’analyse de l’erreur amont
est de considérer que ¢ est le résultat exact de I'exécution de f, mais & partir d’'une entrée
qui est elle perturbée.

Exemple 2.2.2. On considére un systéme de nombres flottants F' en base b = 2
et en précision p = 2 (sans limite d’exposants pour simplifier). Soit f: x — 2z. On
cherche a déterminer les erreurs commises lors de ’évaluation de f au point z = 0.2.
On commence par calculer le représentant & de  dans F' :

@:2—3<1+1+0>:3.

2 4 16
Ainsi on aura :
A—2><:i:—§
= =3

Or,z=0.2= %, donc y = 2x = % On peut calculer 'erreur aval :

|yl 2 16’

ainsi que l'erreur amont :
e -3 _5-15 _ 1
|| : 16

Les erreurs amont et aval sont liées par une quantité appelée le conditionnement, que
I’on définit ici dans le cas réel uniquement.

Définition 2.2.3. Soit f: R — R une fonction de classe C!. Le conditionnement de
f en un point = € R tel que f(x) # 0 est la quantité :

condy(z) = 7‘37]0,(@ |

- @)

Proposition 2.2.4. Soit f: I — R de classe C? sur I. On suppose qu’il existe deux
constantes positives m et M telles que :

Veel, |f'(@) <M et |f(z) > m.

Soit € I\ {0} tel que y := f(x) # 0. Soient & € I et y € R tels que § = f(&). On
note 0, = & — x. Alors :
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Démonstration. On commence par un développement de Taylor :
52
9= @)= fle+0:) = f(z) + 0o f'(x) + (&), avec & € Jmin(w, &), max(z, #)[
Comme f(z) =y, on peut réorganiser :
!/ 62 "
§-y=(&-)f'@) + (&)

On divise par y = f(x) pour obtenir :

b=y _ T—x
Ty @Ay Y

On fait apparaitre le conditionnement :

o) e

f() z flz)’

et le résultat se déduit en passant a la valeur absolue.

Exemple 2.2.5. On peut calculer le conditionnement des opérations élémentaires.
Pour z € R fixé, soit :
Pz Y=Y

la multiplication par z. Un calcul rapide montre que cond,, (y) = 1 : on retrouve le
fait, établi dans la Proposition 2.1.4, que la multiplication est stable. De méme, en
considérant
dz:y— J
x

la division par x, on retrouve un conditionnement égal & 1. On retrouve également le
fait que I’addition n’est pas toujours stable avec

Sz Yy —>rT+yY

lyl

)
ExeTE d’autant

qui méne a l'expression suivante du conditionnement : conds, (y) =
plus grand que y est proche de —z.

Remarque 2.2.6. Le fait qu’une fonction ait un « bon » conditionnement ne suffit
pas & garantir un résultat précis : celui-ci dépend en effet de la méthode utilisée pour
le calcul de f. Prenons par exemple :

frx—=Vr+1—/x,
dont le conditionnement est égal a :

1 T
condy(z) = NorT
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Pour z grand, le conditionnement est donc proche de %, ce qui est plutét bon. Cepen-
dant, pour z grand, I’évaluation de f renverra un résultat imprécis. En reformulant
I’expression de f, on arrive & des résultats beaucoup plus précis :

1
Vit

est ainsi plus stable, pour (bien siir) le méme conditionnement. Le probléme dans la
premiére expression est la soustraction : on a vu que cette opération était instable si
les opérandes étaient proches, ce qui est le cas lorsque x est grand.

f(x)

2.3 Conditionnement d’un systéme linéaire
2.3.1 Normes matricielles

Définition 2.3.1. Une norme matricielle sur M, (R) est une norme qui vérifie :

(A, B) € Mu(R)?, | AB| < [|A]| - || Bl

Exemple 2.3.2. L’application

-1l Mp(R) — RT

A~ max |A;]
1<i,j<n

est une norme sur M,(R) mais pas une norme matricielle. En effet, considérons

A=B-— G i) Alors [|A]| = |B]| = 1, mais AB — <§ ;) d'ott |AB|| = 2 >
IA[ - 11BII
Proposition 2.3.3. Soit || - ||g» une norme sur R™. Alors Iapplication
-1l Mp(R) — RT
Az||gn
A sup A -

serr\{0} |17 [|lRn

définit une norme matricielle sur M, (R), appelée norme subordonnée a la norme
vectorielle || - ||gn.

Démonstration. Norme. Vérifions dans un premier temps que cette application définit
bien une norme. Si A = 0, alors pour tout x € R", Az = 0, et on obtient bien [|A] = 0.
Soit maintenant A € M,(R) telle que ||A|| =0. On a :

A n
voe R\ foy, 1AZIRn g,

[ /len
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ce qui implique :
Ve e R", ||Az|gn =0,

et ainsi :
VeeR", Axr=0

car || - ||gn est une norme vectorielle. En choisissant par exemple x := e; le j-éme vecteur
de la base canonique de R™, on obtient que la j-éme colonne de A est identiquement nulle,
et ce pour tout j € [1,n], ce qui montre bien que A = 0.

Soit (A, B) € M,(R)2. En utilisant I'inégalité triangulaire sur || - [|g», on obtient :

1A+ B)zfle- _ [Az]en | Bolle-
[0 £ S (£l

Ve € R"\ {0}, < [l Al +[IB]-

En passant au sup, on obtient 'inégalité triangulaire sur la norme subordonnée.

Soient A € M, (R) et A € R. Toujours en utilisant le fait que || - ||g» est une norme, on
trouve :
AA n Az||gn
veer\ o, sup NOATE gy Iy
vern\fo}  [|Z][rn serm\{0}  ||Z[Rn

Norme matricielle. Soit (A4, B) € M, (R)2. Alors :

AB n ABz||gn
IAB| = sup [(AB)z|lrn sup |ABz|r
zerm\{0}  [Z[lrn o¢ker B |17[|RR
_ sy ABz[Re || Bz]|rs
= p
xé¢ker B |’Bx‘|R" ”l’HRn
s IABz R | Bz||rn
up ——— X —_—
etk B || BZ|Rn  perm\foy [1Z[Rn
| Ayl|rn 1Bl _ a1 15
———— = Al - IB]],
yerm\{0} YllRn  zerm\{oy llZ(rn

ce qui termine la preuve. |

Ce résultat permet notamment de définir des normes matricielles & partir de normes
vectorielles bien connues, comme par exemple :

n 1/p
“Uelyroes (Sl ) pow e
i=1
— I lloo: v = max Jui.
Pour certaines de ces normes, on peut cependant expliciter un peu plus précisément leurs
expressions.
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Théoréme 2.3.4. Les normes matricielles subordonnées aux normes vectorielles ||-||1,
|- 1l2 et || - ||oc sont données par les expressions :

| Az ||y
— [[A1 = sup ma | Al ;
zern\{o} llZll1 1<J<nz Y

| As
— A= sup - EMDAM

zerr\{0} 11%]loo

Ax
A= s 1Al
zerm\{0} |17 ]l2

pour A € M,(R).

p(A7A);

Démonstration. Norme 1. Pour tout x € R", on a :

n n n n n
Azl =Y I(Ax)il = DD aga| <D D lagl- |l
i=1 i=1|j=1 i=1 j=1

n n
< ZI?EHZ!%\
< <1Igja<x Z%\) > .

Ainsi :

[Az]l _
|All1 = sup lai;l.
serm\{0} Izl ~ 1<J<"Z Y

Pour montrer 1’égalité, il suffit alors de trouver un vecteur permettant d’atteindre le max.
Soit pour cela jy € [1,n] tel que :

n
z;|aijo| = lrg]agnZ!aw!
1=

On pose z € R™ défini par :

Dans ce cas :
[ Az = Z Zam% = aijo| = fgja}nzmz‘j’,
i=1|7=1 =1 =1

par définition de x et de jo.
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Norme oo. La preuve est assez similaire au cas de la norme 1. Pour tout x € R”, on

|42 = max [(Az)] = max Z | < max Zram 3]

<Hx||oo

< | max Z\au\ I2]loo-

On en déduit : .
|A]loo < max > |aj]

1<i<n 1

]:

et il suffit donc de trouver un vecteur permettant d’atteindre le maximum pour démontrer
Pégalité. Soit pour cela ig € [1,n] tel que :

n

Z|azoj| = 11232( Z‘aw‘-

j=1
On considére x € R™ défini par :
1, si Qg5 > 0,
—1, sinon.
Dans ce cas :

n

n n
[Az|loe = fg%xn Zlaijl‘J' 2 Zlaiojl‘j - Z|a20]‘ = 112?<X Z|azj|
J= J=

j=1
par définition de z et de 9. Comme ici ||z]|c = 1, on a ainsi :

Az
max Z|aw] < A2 ]loe <Aoo < max Z|aw|

1<i<n l|%]] 0o

d’ou 'égalité.
Norme 2. La matrice A*A est auto-adjointe positive. Ses valeurs propres sont donc

dans RT. On les note :
0< M <... <\

Il existe {ey,...,e,} une base orthonormée de vecteurs propres associés. Soit € R™. On
peut écrire :

T = g aie;, avec a; € R.
i=1
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Ainsi :
|Az||3 = (Az, Az) = (A* Az, z) = A*AZoziei,Zajej
i=1 j=1
=D aidj((A e e))
i=1 j=1 s
= > N (eie;)
i=1 j=1 T
=> Ailail’,
i=1
d’ou :
<An
n A= n
o 2 Aol > lo?
|‘Ax‘|2 _ 1=l <\ i=1 =)\ = p(A*A
[ P el
I o0

On a donc bien ||A|l2 < /p(A*A). Pour obtenir I’égalité, on choisit € R™ tel que :

0, sii<n,
Qy = ..
1, sit=n.

Dans ce cas :
HACCH% = )\n]an]2 et qug = |O‘n‘2a
d’ou :

A 2
A2ls _ 5\, = paca),
[T

et on obtient le résultat voulu. |

Un exemple de norme matricielle, mais dont on montre aisément qu’elle n’est subor-
donnée a aucune norme vectorielle, est donné par la norme de Frobenius.

Définition 2.3.5. L’application

I-llrs A D0 A2

définit une norme matricielle, appelée norme de Frobenius.
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Proposition 2.3.6. Soit A € M, (R). Alors :
[A]l2 < [[A]lF < Va|All-

Démonstration. Controéle de la norme 2. Soit x € R", écrit sous la forme

n
xr = E avjej
Jj=1

avec e; les vecteurs de la base canonique. On peut ainsi écrire :

1Az]l2 = || D @ Ae;

i=1 )
n
<Y lzjlll Aejl2
j=1
1/2 1/2
n n
> gl > Il 4e]13
j=1 j=1
llll2

On en déduit :

1/2
\Aw\b
| Ae;]l3
[E4[P Z 2
Or,
ZHA%HQ = ZZ!AMQ = || A%,
7j=11i=1
d’ou :
[All2 < |A]lF,

puisque 'inégalité a été obtenue pour x quelconque.

Controéle de la norme de Frobenius. Réciproquement, on écrit
n
1AIF =Dl Aeyll3.
j=1
Or, [[Aejl2 < [[Allslle;l2 = [Alls, done :

n
1A < D IIAI3 = nllAJ3,
j=1

d’ott 'inégalité recherchée.

31
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2.3.2 Conditionnement

Définition 2.3.7. Soit A € M, (R) inversible. On appelle conditionnement de A le
réel :

cond(A) = [|A]| - [|A7"],

ol || - || est une norme subordonnée.

Le conditionnement d’une matrice dépend de la norme considérée. Lorsque cela est
nécessaire, on pourra rappeler la norme utilisée, en utilisant par exemple la notation conds
pour indiquer 'utilisation de la norme 2.

Proposition 2.3.8. Soit A € M, (R) inversible. Alors :
1. cond(A) > 1;
2. Va € R*, cond(aA) = cond(A).
3. Si, de plus, A est normale (c’est-a-dire, pour rappel, A*A = AA*), alors :
max ||

condy(A) = Aesp(A)

min |\’
AESp(A)

Démonstration. Commencons par les deux premiers points.

1. Comme || - || est subordonnée, on peut écrire :
L= |1]| = [AAT < [JA]} - AT = cond(A).
2. Soit o € R*. On écrit la définition du conditionnement :
cond(ad) = [|aAl| - (@A)~ = |a| - [|A]| - [a] " - |A7Y| = cond(A).

3. Intéressons-nous maintenant & la norme 2. Par définition :

condz(A) = [|Alz - [|A7 2.

On applique le Théoreme 2.3.4 :
conda(A) = v/p(A* A)/p((A-T) A1) = \/p(A" A)\/p((A*A)T).

Les valeurs propres de A*A sont réelles. Comme A est inversible, elles sont de plus

strictement positives. On peut donc les ordonner :
2 2 2
0< AT <A <. <Ay,

ol les \; sont les valeurs propres de A. Ainsi :
* * — 1
p(A*A) =20 et p((A*A)7Y) = pvl

d’otu 'égalité.
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Tout comme dans le cas des fonctions réelles, le conditionnement permet de relier les
erreurs amont et aval lors de la résolution d’un systéme linéaire.

Théoréme 2.3.9. Soient A € M,(R) inversible et b € R" \ {0}. Soit z € R" la
solution du systéme Az = b. Soient A € M, (R) inversible une « perturbation » de
Aet b e R" une « perturbation » de b. On note d4 = A— Aeté, =0b—b. Soit
i € R™ la solution du systéme perturbé Az = b. Supposons que ||04]| < ||[A~1]| L.
Alors l'erreur relative est controlée :

lz — 2 cond(4) <H5H|+_H5A”>'
[Ed| 1 —cond(A)ﬁ

el 1Al

Démonstration. Par définition de = et Z, on peut écrire :

Sp=b—b= A7 — Az
= A% — Az + Az — Az
= A(ZT — )+ 042
et ainsi :
F—x=A"16+ A 1o4%,
d’ou :

12 = || < AT - 1Sl + AT - floall - 12

Par ailleurs, on peut toujours écrire
r=x—z+ux,
que l'on injecte dans I'inégalité précédente :
12 — 2|l < NATH - NSl + AT - 10all - 12 = 2l + AT 18]l - ]l

On en déduit :

lz — 2| 1A~ <H5N+H&HO _ Al AT ( 166l +|MAH>‘
el = 1= AT [1all \ =l 1—[[AZH - foall \IIAI - fl=l (Al

Or, b= Az, donc ||b|| < ||A]| - [|z]|, d’ou T ” o < Tl ” d’out le résultat en utilisant de plus

la définition du conditionnement. |

Théoréme 2.3.10. Soient A € M, (R) inversible et b € R™ \ {0}. Soit x € R" la
solution du systéme Az = b. Soit b € R”™. On note 8 := b— b. Soit & € R" la solution
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du systéme AF = b. Alors :

1 Il _ & —a]
cond(4) o] = ]

”5b|"
[]]

ond(A)

Démonstration. La partie droite de 'inégalité est une conséquence directe du résultat
précédent (en considérant §4 = 0). Intéressons-nous a la partie gauche. On commence par
écrire :

h=b—b=A(z — x).
Ainsi :

18]l < [[A]l - |12 — [,

d’out 'on déduit :

166l . 1
< [JA[ - |2 — 2]l -
] 2]
Or, x = A~1b, donc ||z|| < [|[A7Y| - ||b]| et ainsi :
16| . |A~Y
L < jia) - 7 — aff - 2L
ol El
et on obtient le résultat en réorganisant les termes. |

Ce dernier résultat nous permet d’encadrer 'erreur relative assez précisément. En par-
ticulier, il nous donne une sorte de condition d’optimalité : si le conditionnement de la
matrice est égal & 1, 'erreur relative commise sur la solution du systéme est exactement
égale a lerreur relative commise sur le terme source. Autrement dit, on a donc tout intérét
a chercher & avoir un conditionnement le plus proche possible de 1.



Chapitre 3

Méthodes directes

Dans cette partie, A € My,(R) désigne une matrice inversible. On s’intéresse a la
résolution du systéme linéaire

Ax =b

avec b € R"™.

3.1 Une fausse bonne idée : la méthode de Cramer

La méthode de Cramer permet d’avoir une expression explicite des composantes de la
solution du systéme.

Théoréme 3.1.1. On note (C7)cqy,,] les colonnes de A :
Vje[1,n], Vie[l,n], C}:=A;.

Pour i € [1,n], on note A; la matrice obtenue en remplacant la i-éme colonne de A

par b. Alors :
. det(Az)
~ det(A)”

Vie[l,n], x;

Démonstration. Un rapide calcul donne :
n
b= Cla;.
j=1
Soit 7 € [1,n]. Par linéarité du déterminant par rapport a la i-éme variable, on a :
n
det(4;) = xjdet(C',...,CT71 09, C L om).
j=1
Pour j # i, on retrouve deux fois la colonne C7 donc :
det(Ct,....,Cc"7 1 ¢ L 0™ =0,

35
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Il reste alors :
det(4;) = z;det(C,...,C"71 CH, C™Y L O™) = 2; det(A),
d’ou le résultat. ]

On obtient une expression simple de la solution du systéme, et plutét simple a im-
plémenter. Le probléme, c’est qu’il n’est pas anodin de calculer un déterminant, et que
cette méthode nécessite d’en calculer n + 1. Sauf pour un trés petit nombre d’inconnues,
le temps de calcul devient vite énorme. On peut ajouter a cela le fait que la méthode de
Cramer est généralement instable [Hig02]. En résumé : il s’agit d’un résultat intéressant
d’un point de vue théorique, mais a bannir en pratique.

3.2 Systémes triangulaires

Dans cette section, A désigne une matrice triangulaire (supérieure ou inférieure).

Remarque 3.2.1. La matrice A étant toujours supposée inversible, sa structure
triangulaire permet d’assurer que ses coefficients diagonaux sont tous non nuls.

Observons ce qu’il se passe dans le cas ou A est triangulaire inférieure, c’est-a-dire de
la forme :

a1l

a1 a2 0
A=|a3 az2 ass ,

apl Aap2 Aap3 ... Qapn

ou, un peu plus formellement, vérifiant a;; = 0 dés que j > i. On peut écrire le systéme
correspondant :

a1121 =b
a2171 + 42272 = by
Ap1x1 + anoTo + ... + apptn = by

qui peut étre résolu assez facilement : la premiére ligne permet d’obtenir x1, et ainsi la
seconde ligne permet d’obtenir x9, etc., jusqu’a atteindre la derniére ligne qui donne x,,.
Il s’agit de la méthode de descente, décrite dans I’Algorithme 3.2.2.

Un systéme triangulaire supérieur pourra étre résolu de maniére similaire, a ceci prés
qu’on partira cette fois-ci de x, pour remonter jusqu’a x; : on obtient la méthode de
remontée, décrite dans I’Algorithme 3.2.3.

Proposition 3.2.4. Les méthodes de descente et de remontée ont une complexité
en O(n?) flops.
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Algorithme 3.2.2 : Méthode de descente

b1
ail
pour i de 2 an

i—1
1
L T; = r (bl — Z aijxj>
J=1

Algorithme 3.2.3 : Méthode de remontée
bn

ann

pouriden—1al
1 n
xTr; ‘= @ bi— Z aijxj
j=i+1

Démonstration. La premiére étape de la méthode de descente nécessite :

I =

Ty =

— 1 division.
Pour ¢ € [2,n], on a ensuite :
— 1 division,
— ¢ — 1 multiplications,
— ¢ — 1 additions.
Au total, on peut donc compter :
— n divisions,

— > (i—1)= @ multiplications,
=2

— autant d’additions.

On a donc exactement :

-1
n+2n(n2 ) =n

flops. Le calcul pour la méthode de remontée est similaire. |

On se propose ici d’étudier la stabilité d’'une implémentation de la méthode de la
descente (la remontée ayant les mémes propriétés), consistant a calculer les x; de maniére
assez naturelle. Nous aurons pour cela besoin des deux résultats suivants.

Lemme 3.2.5. Soit n € N* tel que nu < 1 o u est I'unité d’arrondi. Soient (d;)" ; €
[—u,u]™ et (p;)i, € {£1}™. Alors :

n

[ +6)7 =146, ot 6] <
i=1

1—nu
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Démonstration. On procéde par récurrence sur n. Commencons par le cas n = 1. On
suppose p; = 1. Vérifions qu’alors 6 := §; convient. De I'inégalité 0 < u < 1, on tire deux
choses : 1 —u>0et1—wu<1. Ainsi:

u

Supposons maintenant p; = —1. On va vérifier que
0
91 = — !

1+ 67
convient. En effet : 6]
1

|61] = -

|14 01

Or, —u < 61 < u, donc en particulier 1 +9; > 1 —u > 0etainsi |1+ 6| =1+ > 1 —u.
Ainsi :

1 1
<
146 " 1—u
et donc : 5 5
61| = il < 1] < = =M.

146 T l-u " 1-u

Soit n € N*, n > 2 tel que le résultat soit vrai jusqu’au rang n — 1. Autrement dit :
n n—1
H(l + ;)P = (H (1+ 51-)’”‘) (1+6,)" =14 0p—1)(1 4 0p)"
i=1 i=1

avec |0,_1] < yn_1. Etudions 1a encore les deux cas possibles. Commencons par supposer
pn = 1. On pose 0,, = 0y, + 0,—1(1 + 6;). Alors :

|9n‘ < ’5n| + |‘9n—1”1 + 5n|
(n—1)u

- 1—(n—1)u

Comme nu < 1, 1 —nu > 0 et il en va de méme pour 1 — (n — 1)u. Ainsi :

1 1
<
1—-(n—1)u ~ 1—nu

et on en déduit |6,| < ~,. Supposons maintenant p, = —1. On pose cette fois-ci

971—1 - 577,

=75
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On a alors :
|9n—1’ + |5n‘
0, < ——m—
O] < |14 6y
n—1)u
lg(n—)l)u +u
- 146,
B nu B (n —1)u?
S (l=(n—-Duw)(1+5,) (1—(n—1Du)(l+56,)
nu

S A= - Du)d+6,)

Or, —u < 0, < u donc, en particulier, 1+, > 1 —wu et ainsi (1 — (n — Du)(1 + d,) >
I—=(m—-Du)(l—u)>1-nu. n

Algorithme 3.2.6 : Retranchement d’un produit scalaire partiel
Entrée : a € R*, c € R, (u;)f-} € RF 1 et (v;)F=! € RF!

1 k—1
Sortie : y := " (c — Zluzvz>
1=

s=c
pouri del ak—1
LSZZS—uiUZ‘

s

y=-
a

Lemme 3.2.7. Soient a € R*, ¢ € R, (u;)F - € RF 1 et (v;)" 7} € RF1. Soit

k—1
Cc — E u;v; | .
=1

On note ¢ 'approximation numérique de y calculée par I’Algorithme 3.2.6. Alors :

SHES

Y=

k—1
aj(l+6) =c— Zuivi(l +6;).

i=1

Démonstration. On commence par la somme

k—1
S =C— E Ui V5.
=1

Celle-ci est initialisée & ¢ otl on suppose ’absence de perturbations :

50— ¢
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On retranche ensuite le premier terme du produit scalaire :
5 = (s — uyvy).

le produit wjv1, qui méne a une erreur d’arrondi qui

Deux opérations sont réalisées ici
0 — 4101, qui méne a une seconde erreur d’arrondi qui

sera notée €1, et la soustraction s(

sera notée d1. On obtient :
8 = (39 — o1 (1 4+1)) (14 01) = e(1 4+ 01) — ugv1 (14 e1)(1 + 61).

Vient ensuite le second terme du produit scalaire :
§(2) = ﬂ(§(1) — ’LL2’U2).

On trouve les mémes opérations que précédemment :

32 = (51 — uguy(1 + £2))(1 + 62)
= C(l + 51)(1 + (52) — ulvl(l + 61)(1 + (51)(1 + 52) — UQ'UQ(I + 82)(1 + (52)

On montre ainsi par récurrence que :

J J J
Vie[lLk—1], 9 =c[J1+6)-> uwi(l+e) [[Q+m)
i=1 i=1 m=i
En particulier, la valeur finale de la somme est donnée par § = §*¢~1 qui peut étre
explicitée :
k-1 k—1 k—1
s=c H(l +0;) — ZUiUi(l + &) H(l +6;).
i=1 i=1 j=i
Reste la division par a :
ST AN
Y=\a) a1+t o’
d’otu :
k—1 k—1 k—1
aj(1+6) =s=c[[A+6) =D wvi(1+e) [J1+6)
i=1 i=1 =i

On divise cette égalité par le produit des (1 + ¢;) :

k—1
. 146 1+¢;
aili == ) uvi—
IT(1+6) =1 1(1+5J)
‘7:

On applique alors le lemme précédent pour conclure.
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Théoréme 3.2.8. Soit L € M, (R) une matrice triangulaire inférieure et inversible.
Soit b € R™. Soit & € R" la solution du systéme Lz = b obtenue par la méthode de
descente. Alors Z est en réalité solution de :

Lz =b,
ot L =L+ 8 et b=b+ 8, sont tels que :

. i|Lij|, sit >3,
WuﬂGMmF,K%Mﬂ<{%‘” Dot ((0)] < ulbil.

0, sinon

Démonstration. Soit i € [1,n]. La i-éme composante de x est donnée par :

1 1—1
€Tr; = f bi — ZLijx]‘
% =1

On reconnait ’expression du Lemme 3.2.7. Ainsi :
. . i—1 .
Liiwi(1+0.7) = b1+ 08) = Y Lii; (1 + 6",
1

J
ou on prend en compte le fait de ne pas nécessairement connaitre b de maniére exacte. On
réorganise les termes :

3" Liai(1+605) = bi(1 +6").
j=1

On définit oy, par : ‘
V(i,j) € [Ln]?,  (8n)is = 6 Ly,

Comme L et 1, sont triangulaires inférieures, on a ainsi obtenu :
(L +60)2)i = bi(1+67),
ce qui est bien le résultat annoncé. |

Avec les mémes arguments, on peut obtenir un résultat similaire pour les systémes
triangulaires supérieurs.

Théoréme 3.2.9. Soit U € M, (R) une matrice triangulaire supérieure et inversible.
Soit b € R™. Soit £ € R" la solution du systéme Ux = b obtenue par la méthode de
remontée. Alors T est en réalité solution de :

Uz =,
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ot U =U + 8y et b= b+ d, sont tels que :

’Yj—i|Uij|, sig > 1,
V(i,5) € [Lnl? 160)igl < S Ynmia|Usl, sij=i, et |(6)il < ulbl.
0, sinon

Corollaire 3.2.10. Soit L € M,(R) une matrice triangulaire inférieure inversible.
Soit b € R™. Soit & € R" la solution du systéme Lz = b obtenue par la méthode de
descente. Alors :

|l — Z||2 conds (L)
|zl — 1—~ny/nconds(L)

Démonstration. On part de :

e —&lls _ condsy (L) (||5b||2 N ||5L||2> _

lzllz ™ 1 — condy(L) Pz \ llbll [IZ]l2

(u+mv/n).

Or:
Vi€ [Ln], |()i] < ulbil,
d’ott 'on tire facilement :
105]]2 < ul|bll2-
De méme :
Y(i,5) € [1,n]%  |(00)i] < vilLij).
Or:
Vi e [[1,71]], ViS’Yn
et on obtient :
10LllF < Ynll Ll 7.
Ainsi :
16zll2 < ll6zllF < vnllLllF < ymv/nllL]2,
d’ott le résultat. |

3.3 Meéthode du pivot de Gauss

Les systémes triangulaires sont simples & inverser, mais tous les systémes linéaires ne
sont bien siir pas triangulaires. Dans le cas général, une idée pourrait étre de transformer
le systéme, en le multipliant par exemple par une matrice M inversible :

Ar =b <— MAzxz = Mb.

L’intérét est de faire en sorte que la matrice M A ait une « meilleure structure ». Par
exemple, si elle est triangulaire, on pourra résoudre facilement le second systéme. C’est
justement le principe de la méthode du pivot de Gauss qui consiste & triangulariser un
systéme linéaire par des opérations sur ses lignes.
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Exemple 3.3.1. Soit

2 1 3
A=14 5 7
2 4 1

On cherche & donner & cette matrice une structure triangulaire supérieure, colonne
par colonne. Pour la premiére colonne, on ne touche pas au premier coefficient qui
doit rester non nul. On doit annuler le premier coefficient de la deuxiéme ligne, ce
qui peut se faire en retranchant deux fois la premiére ligne. On annule également le
premier coefficient de la troisiéme ligne en retranchant la premiére :

2 1
AV =10 3 1
0 3 —2

Il reste maintenant le dernier coefficient de la seconde colonne & annuler. On peut
pour cela retrancher la deuxiéme ligne.

2 1 3
A =0 3 1
00 -3

Triangulariser la matrice ne suffit pas : il faut également effectuer les mémes opérations
sur les coefficients du second membre. Cela fonctionne car les opérations effectuées peuvent
étre traduites matriciellement, en utilisant des matrices de permutation et de transvection.
Dans le contexte de ce cours, une matrice de permutation entre p et g est la matrice identité
dans laquelle les lignes p et ¢ ont été échangées. Multiplier & gauche une matrice A par
cette matrice de permutation échange les lignes p et ¢ de A. Multiplier & droite échange
les colonnes p et q. On appellera matrice de transvection (agissant sur la colonne m) la
matrice identité, avec les éléments situés strictement sous la diagonale, et sur la m-éme
colonne, non nécessairement nuls. Multiplier & gauche une matrice A par une matrice de
transvection permet d’effectuer des combinaisons linéaires de lignes de A.

Lemme 3.3.2. Soit B € My (R) inversible, pour k& € N* quelconque. Alors il existe
une matrice de transposition P et une matrice de transvection T telles que B := TPB
vérifie :

Bi1 #0, Vie[2,k],By =0, detB==+detB.

Démonstration. Comme B est inversible, en particulier sa premiére colonne est non nulle
et il existe au moins un p € [1, k] tel que By, 1 # 0. Soit P la matrice de transposition entre
1 et p. Alors B’ := PB est la matrice B ol ont été échangées la premiére et la p-éme lignes.
En particulier, p := B} ; = By1 # 0. On peut alors définir une matrice de transvection 7
dont tous les éléments diagonaux sont égaux a 1 et dont la premiére colonne est donnée
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par :
Vie[2,k], Tp1=-——2>,
P

tous les autres coefficients étant nuls. Alors B := T PB satisfait les propriétés voulues. En
effet :

/

k
: - Bi,
Vi € [[Q,TL]], Bi,l = ZTiJ ;’,1 = Ti,lBi,l + TiiBz{,l - - ; p+1- Bz/',l =0,
j=1

et :

k
Biy =Y Ti;Bj, = Bj, #0.
j=1

Par ailleurs : .
det B = det T'det P det B.

La matrice T" est triangulaire inférieure de diagonale égale a 1, donc detT =1. Sip =1,
alors P =1 et det P = 1 et ainsi det B = det B. Si p > 1, alors det P = —1 et det B =
—det B. |

Théoréme 3.3.3. Soit A € M, (R) une matrice inversible. Alors il existe M € M,,(R)
une matrice inversible telle que la matrice M A soit triangulaire supérieure.

Démonstration. On va montrer qu’il est possible de construire une suite (A(m))ﬁl;l1 telle
que, pour tout m € [1,n — 1], pour tout j € [1,m] :

(m) , 4 (m) _
Ajj #0 et V’LG[[]‘Flan]]aAij =0.

Autrement dit, & chaque étape m, les m premiéres colonnes de A™) ont la structure d’une
matrice triangulaire supérieure inversible. On va également montrer que :

Vme[l,n—1], det A" = +det A.

Le cas m = 1 est donné par le lemme précédent : on trouve une matrice de permutation
P et une matrice de transvection T telles que AW = 7M1 P 4 verifie les propriétés
souhaitées. Supposons donc cette suite construite jusqu’a un certain rang m € [1,n — 2].

On peut en particulier écrire :
(m) _ U F
= b)

avec U € M,,(R) triangulaire supérieure a coefficients diagonaux non nuls et B € M,,_,,,(R).
Comme A(™) est triangulaire par blocs, on a directement :

det A™ = (det U)(det B).
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Par hypothese, det A = +det A # 0 car A est inversible. De plus, les coefficients
diagonaux de la matrice triangulaire U sont non nuls, donc detU # 0. On en déduit
det B # 0. En appliquant a nouveau le lemme, on trouve une matrice de permutation P €
M, —m(R) et une matrice de transvection T' € M,,_,(R) telles que tous les coefficients, sauf
le premier, de la premiére colonne de B := T'PB sont nuls, avec de plus det B = + det B.

(mt1) . (L 0 m+1) . (L 0
P ._<0 P> et T '_<OT’

de taille n X n. Ainsi :

(m+1) . p(m+t)p(m+1) gm) _ (L O\ (L 0\ (U F\_ (U F
4 =prrTA <0 P)(() T)\0o B 0 B

vérifie les propriétés voulues.
La matrice A1 est donc triangulaire supérieure inversible et peut s’écrire comme

A=) — M A avec

On pose :

n—1
M= ] Tt pln=m)
m=1

qui est bien inversible. |

Dans la pratique, on n’a pas besoin de calculer la matrice M explicitement pour ré-
soudre un systéme linéaire : on réalise les différentes opérations (échanges et combinaisons
linéaires de lignes) directement sur A et b. En absence de changement de pivot (dans la
preuve précédente, cela revient & avoir toutes les matrices de permutation égales & l'iden-
tité), on peut écrire '’ Algorithme 3.3.4.

Algorithme 3.3.4 : Méthode du pivot de Gauss
pour k del an—1
pouridek+1an

A
M, = =
ik Akk

pour j de k an
| Aij = Aij — My Ay

bi = b; — M;by,

‘ Proposition 3.3.5. La méthode du pivot de Gauss est en O (%) flops.

Démonstration. Pour k € [1,n — 1] et i € [k + 1,n], on compte :
— 1 division

pour calculer le pivot. On compte également :
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— 1 multiplication,
— 1 addition

pour la modification du vecteur. Enfin, toujours pour toutes ces valeurs de k et i, pour
j € [k,n], on compte :

— 1 multiplication,

— 1 addition

pour la modification de la matrice. On obtient alors un total de :

n

n—1
— > > 1= @ divisions pour le pivot,

k=1i=k+1
— @ multiplications et additions pour le vecteur,
n—1 n
— > > Z?:k 1= % multiplications et additions pour la matrice.
k=1i=k+1
On a donc exactement :
n(n—1) nn—1)(n+1) n(n—1)(4n+ 13)
3 5 +2 3 = G

flops. 1l faut ajouter a cela la méthode de remontée pour résoudre le systéme triangulaire
final, qui est en O(n?). [

Théoriquement, il suffit qu'un coefficient soit non nul pour qu’il puisse étre utilisé
comme pivot. En pratique, les erreurs d’arrondis peuvent nous éloigner fortement de la
solution. Un exemple simple est donné par le systéme :

e 1 z\ (1

1 1) \y/) \2)’
avec € > 0. Comme ¢ # 0, on peut appliquer le pivot de Gauss sans changement de pivot
pour obtenir le systéme équivalent :

(1) 0) -6

On obtient alors la solution théorique :

()= (2)

Lorsque € tend vers 0, la solution de ce systéme tend donc vers (1,1). Cependant, nu-
mériquement, si € est trop petit, un phénoméne d’absorption va survenir et on aura
(1 —e™) = —file™) et (2 —e7!) = —fl(e7!), ce qui donnera y = 1, et donc = = 0.
On a donc tout intérét a changer de pivot, méme si le coefficient « naturel » est non nul.
Plusieurs stratégies sont alors possibles.
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Changement partiel. A I'étape k € [1,n — 1], on recherche le pivot de plus grand mo-
dule dans la sous-colonne a traiter :
apk| = max |akl,
| pk| ; [[km‘ zk‘
ce qui assure que les coefficients m;; seront bornés par 1. Une fois le pivot trouvé,
on échange les lignes p et k de la matrice et du vecteur. Matriciellement, cela revient
a multiplier le systéme & gauche par la matrice de permutation P entre k et p :

PAx = Pb.

Changement total. A I'étape k € [1,n — 1], on recherche le pivot de plus grand module

dans la sous-matrice restante :

apg| = max |asl.

|apg] (i’j)eﬂkmw\ il
On échange alors les lignes p et k de la matrice et du vecteur, ainsi que les colonnes ¢
et k de la matrice, et les lignes ¢ et k£ du vecteur inconnu. Matriciellement, en notant
P la matrice de permutation entre k et p, et QQ la matrice de permutation entre k et
q, on obtient :

P(AQ)(Qx) = Pb.
Changement « tour ». A étape k € [1,n — 1], on recherche un pivot de plus grand
module sur toute sa ligne et toute sa colonne :

a = max |Q;q| = max |(Apj|.
| pq‘ ieﬂk,nﬂ| Zq’ jE[[k,n]]’ PJ‘

On procéde ensuite comme pour le changement total.

Remarque 3.3.6. Un pivot trouvé par changement « tour » sera forcément de mo-
dule inférieur ou égal & celui trouvé par changement total. L’intérét est dans le nombre
d’opérations effectuées. Alors qu'un changement partiel nécessite O(n?) comparai-
sons, un changement total va en nécessiter O(n3). Il apparait que, en pratique, le
changement « tour » s’approche plus de O(n?) que de O(n?), ce qui justifie qu’il peut
étre vu comme un compromis entre les deux autres changements.

Remarque 3.3.7. Il n’y a pas toujours unicité du pivot : deux coeflicients peuvent
étre de module maximal dans la sous-colonne ou la sous-matrice. C’est encore plus
vrai dans le cas du changement « tour », pour lequel on n’utilisera pas nécessairement
un coefficient de module maximal. On peut imaginer plusieurs fagons d’implémenter
un changement « tour ». Partant du coefficient en haut & gauche de la sous-matrice,
on peut par exemple rechercher dans la colonne le coefficient de plus grand module.
On arrive sur une nouvelle ligne, dans laquelle on recherche le coefficient de plus
grand module. On recherche alors dans cette nouvelle colonne, et ainsi de suite.
Cette méthode est illustrée graphiquement par la Figure 3.1 dans laquelle on peut
retrouver le nom de ce type de changement : les « mouvements » sont ceux d’une tour
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| aux échecs.
3 2 3 8 4 3 2 3 8 4
4 4 7 1 8 4 4 7 1 8
2 9 4 5 5 2 9 4 5 5
5 3 6 2 1 5 3 6 2 1
1 2 5 3 9 1 2 5 3 9

F1GURE 3.1 — Mlustration du changement « tour ». Dans les deux cas, on alterne la re-
cherche sur les lignes et les colonnes. A gauche, on commence par la colonne. A droite, on
commence par la ligne.

3.4 Factorisation LU

La méthode du pivot de Gauss est en quelque sorte une « préparation » du systéme
avant sa résolution effective : on transforme le systéme tout entier avant de le résoudre
par une méthode de remontée. Une autre fagon de préparer le systéme est de factoriser la
matrice : c’est l'idée de la décomposition LU.

Théoréme 3.4.1. Soit A € M,(R) inversible. Si, pour tout k € [1,n], A =
(Aij) (i.j)e[1,x)2 st inversible, alors il existe un unique couple de matrices (L,U) tel
que L est triangulaire inférieure & diagonale uniquement constituée de 1, U est tri-
angulaire supérieure et :

A=1LU.

Démonstration. Existence. Reprenons la preuve du Théoréme 3.3.3. Pour k € [1,n — 1],
on a

k
A(k) _ H T(k+1_m)P(k+1_m)A.
m=1
Nous allons montrer que toutes les matrices de permutation peuvent étre choisies comme

étant l'identité. Comme A; est inversible, en particulier A1; # 0, donc on peut choisir
P = I. Soit k € [1,n — 2] tel que, pour tout m € [1,k], P'™ = I. Ainsi :

k
A(k) _ H T(k+1_m)A.

m=1
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On note

k- ~
— (k+1-m) _ T 0
T: HT <* I)

m=1

avec T € M 1(R) triangulaire inférieure dont les coefficients diagonaux sont tous égaux
a 1. De maniére similaire, on note
A(k) _ A *
0

avec A € My, 1(R) triangulaire supérieure. On a ainsi :

A x :A(k):TA: T 0 Ak-{-l *
0 «% * I * x /7

d’ott 'on déduit A = TAp4,. En particulier, det A = (det T)(det Agy1). Or, det T =1 et
det A1 # 0 par hypothése, donc det A # 0. Comme A est triangulaire, on a cependant :

_ k+1
det A= ] A%),.
m=1

)

On en déduit que Al(<:+1 k41 7 0, ce qui implique que l'on peut choisir pl+l) — 1.

On obtient ainsi U := A1) = T A triangulaire supérieure. Comme 7 est triangulaire
inférieure a4 diagonale uniquement constituée de 1, il en va de méme pour L := T, d’oit
le résultat.

Unicité. Soient L; et Ly deux matrices triangulaires inférieures & diagonales unique-
ment constituées de 1, et U; et Us deux matrices triangulaires supérieures telles que :

A= LUy = LylUs.
Ainsi :
Ly'Ly = UsUy .

On a donc égalité entre une matrice triangulaire inférieure et une matrice triangulaire
supérieure. On peut donc écrire Ly, = U U ! = D avec D diagonale. Or, les diagonales
de L1 et Ly sont uniquement constituées de 1, donc il en est de méme pour celle de Ly 'r,.
Ainsi, D = I, et on en déduit L1 = Lo et Uy = Us. |

Si on connait la décomposition LU de la matrice, on peut reformuler le systéme :

Ly=1b

Ar=b < (LU)x=b <= L{Uz)=b — {
Uz =y.

Ce systéme peut étre résolu en deux étapes. On calcule d’abord y en résolvant Ly = b via
une méthode de descente. On peut ensuite calculer z en résolvant Ux = y via une méthode
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de remontée. Au total, il faudra donc de I'ordre de O(2n?) flops pour résoudre le systéme,
ce qui est plus avantageux que de faire appel & la méthode du pivot de Gauss. Bien sir,
c’est sans compter le calcul de la décomposition LU elle-méme qui est, elle, équivalente &
la méthode du pivot de Gauss. S’il s’agit de ne résoudre qu’un seul systéme, il est donc
contre-productif de calculer la décomposition LU. L’avantage de ce type de décomposition
apparait lorsque 'on cherche & résoudre plusieurs fois le « méme » systéme linéaire : la
matrice reste la méme, mais on change le membre de droite. On calcule la décomposition
LU a la premiére inversion, puis les résolutions suivantes seront beaucoup plus rapides.
Concrétement, on peut voir dans la preuve de 'existence que la matrice U n’est autre
que celle construite par la méthode du pivot de Gauss, tandis que la matrice L est I'inverse
du produit de toutes les matrices de transvection utilisées. Il semble donc naturel d’utiliser
le méme algorithme pour calculer la décomposition LU. Une option intéressante du point
de vue du cotit en mémoire consiste a remplacer la matrice A par sa décomposition, stockée
dans une seule et méme matrice : la partie triangulaire supérieure (diagonale comprise)
correspondra & U, tandis que la partie triangulaire inférieure (diagonale exclue) correspon-
dra & L (au lieu de ne contenir que des zéros). Ne pas stocker la diagonale de L n’est pas
un probléme, puisque ’on sait qu’elle ne contient que des 1. On obtient I’Algorithme 3.4.2.

Algorithme 3.4.2 : Décomposition LU

pour k del an—1
pouri dek+1an
A

Ak
pour j de k an
LAij :Aij_aAkj

Aik:Oé

Q

Une autre maniére d’obtenir un algorithme de calcul de factorisation LU consiste a ex-
pliciter un tel produit. Comme L est triangulaire inférieure et U est triangulaire supérieure,
on trouve facilement :

min(i,j

)
\V/(Z,j) € Hlvn]]Qv Al] = Z szUp]
p=1

Ceci nous donne pour la premiére ligne :
Vje[1,n], Ay = L11Uy.

Or, L11 est un élément diagonal de L et est donc égal &4 1 : on obtient la premiére ligne de
U. Ecrivons la relation sur la premiére colonne :

Vi € [[2,77,]], Ail = L;Uq1.

Comme Uy fait partie de la premiére ligne de U, désormais connue, on obtient ainsi toute la
premiére colonne de L. On peut généraliser le procédé. Soit k € [2,n]. Supposons connues
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les k—1 premiéres lignes de U ainsi que les &k —1 premiéres colonnes de L. Comme Lg, = 1,

on a :
k—1

Vj S [[k,nﬂ, Akj = Z Lkiuij + Ukj-
i=1
La somme utilise des termes des lignes et colonnes connues de U et L, donc on peut en
déduire les coefficients de la k-éme ligne de U. De méme :

k-1
Vie[k+1,n], A= ZLijUjk + LixUgy.
j=1

Comme Uy a été calculé juste avant, on obtient la k-éme colonne de L. On obtient
I’Algorithme 3.4.3.

Algorithme 3.4.3 : Méthode de Doolittle

pour k del an
pour j dek an

k-1
Uj = Agj — ¥ _LpiUij

i=1

pouri dek+1an

k—1
1

L = A _E L..U:

ik Uk;k * j=1 v

Proposition 3.4.4. La méthode de Doolittle nécessite O (%) flops.

Démonstration. On trouve autant de multiplications que d’additions :

Zn: Zn:(k—l)—i— Zn: (k= 1) :n(n—1)6(2n—1)'
k=1 \j=k i=k+1

Il faut également ajouter :
n

- _n(n—1)
SPIREELES:

k=1i=k+1

divisions, soit un total de :
nn—1)(n+1)
3

opérations élémentaires. |
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Proposition 3.4.5. Soit A € M, (R) admettant une décomposition LU. Soient L et
U les approximations numériques de L et U. Alors :

-Z/U =A+ (5.47 avec V(l,j) € [[17”]]27 ’(5.4)1]’ < Tn Z|f’2k”ly]f]|
k=1

Démonstration. Soit k € [1,n]. Soit ¢ € [k +1,n]. On a :

k—1
1

L= — | A, _E LU

ik Ukk ik ~ ijYik

En appliquant le Lemme 3.2.7, on trouve alors Hz’k et des G;k tels que :

k—1
LiwUpe(1+0,%) = Ak = > LijUs(1+ 65%).
j=1

En réarrangeant les termes, on obtient :

k k
> LijUp = Ag— Y LU 05"
j=1 =1

(0a)ik

Comme L est triangulaire inférieure et U est triangulaire supérieure, le membre de gauche
de cette égalité n’est autre que (LU );x. Par ailleurs, chaque Hé’k est controlé par y; < 7,.
Soit maintenant j € [k, n]. On utilise le méme lemme :

k—1
~ k.j PR k.j
Ui (1+ 057 )) = Agj — > LisUi (1 + 657).
i=1
Ainsi :
k—1 k—1
O A F N k,j : k,j
ZLkiUij + Ukj = Akj — ZLkiUijai ) — Ukjgk_]1~
i=1 i=1
On utilise Ly, = 1 et on peut alors conclure de la méme fagon que le cas précédent. |

Dans les cas ot la condition suffisante du Théoréme 3.4.1 n’est pas satisfaite, mais que
la matrice reste inversible, tout espoir n’est pas perdu : il est toujours possible d’effectuer
une permutation des lignes de A pour retrouver une factorisation LU. On s’appuie pour
cela sur un lemme technique, qui lui-méme s’appuie sur une remarque : en considérant une
transvection 7" agissant sur une colonne m et une permutation P agissant sur deux indices
m < p < ¢, on peut noter que le produit PT P est encore une transvection agissant sur
la colonne m. On va ainsi pouvoir « déplacer » les permutations et transvections dans le
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produit obtenu dans la méthode du pivot de Gauss. Prenons un exemple avec trois trans-
vections et permutations : 7G) PG)T@ pRTM p() | 1ridée est de laisser TG telle quelle
et de « ramener » les transvections T2 et T a ses cotés, pour isoler les permutations.
Comme l'inverse de P est elle-méme, on peut toujours écrire :

pRTR) — pB)((2) pB) p3)

Le produit 7 := PG)T(2) PB) est une nouvelle transvection agissant sur la colonne 2. En
remplacant dans le produit précédent on a donc obtenu :

7@ 72 pB3) p2) (1) p(1).
On recommence alors pour 70 :
PG p@)(1) — pB) p2)(1) p(2) pB3) p3) p(2)

Le produit PATM P2) définit une nouvelle transvection T~’ agissant sur la colonne 1,
donc le produit PG)IT'PG) définit une nouvelle transvection T™0) agissant elle aussi sur la
colonne 1. On obtient finalement :

73 p3) @ p@) 1) p(1) _ 73)F@)F(1) pB3) p@) p()

Cette idée est généralisée dans le lemme suivant.

Lemme 3.4.6. Soit M € N*, M > 2. Soient (P("™))M_, des permutations telles que,
pour tout m, P(™) agit sur des indices p et ¢ tels que m < p < ¢. Soient (T(’””’))i\n/[:_l1
des transvections telles que, pour tout m, T0™ agit sur la colonne m. Alors il existe

(TN MZL des transvections telles que :

M-1 M—1
H P(M—m—H) (M- m) _ (H T (M—m ) ( H P(M—m-i—l)) .
m=1 m=1

Démonstration. On procéde comme dans 'exemple : toute ’astuce consiste a écrire
I’identité comme le produit des toutes les permutations suivant la transvection que l'on
cherche a transformer. Plus précisément :

M-—1
H P(M*TTH’l)T(Mfm)
m=1

M-1 M m—1
= [[ p-mtoperm (T p@ | | T P
m=1 p=M-m+1 p=0
M—-1 [m—2 M M-
= H p(M—p) pM—m+1)p(M—m) H p® H pM=p) |

m=1 = p=M—-m+1
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ol on a simplement déplacé le dernier produit vers la « prochaine itération ». On remarque
maintenant :

= P(pr) M m+1) P (M- p
il il
p:

Les produits de permutations entourant 7™ ~™) sont les mémes, dans des ordres opposés.
On en déduit donc Pexistence d’une transvection T3 =) telle que :

m—1 M
por=m — [ T] p=») | pr=m) [ ] PO
p=M—m+1

Le résultat s’ensuit alors. |

Théoréme 3.4.7. Soit A € M, (R) inversible. Alors il existe une matrice de per-
mutation P, une matrice triangulaire inférieure L & diagonale unité, et une matrice
triangulaire supérieure U telles que :

PA=1LU.

Démonstration. Comme A est inversible, il existe M € M, (R) inversible telle que U =
M A est triangulaire supérieure. De plus, on trouve n — 1 matrices de permutation Pm) et
de transvection T telles que :

n—1

M = H T(n—m)P(n m) _ (n 1) <H P(n m)rp(n— m—l)) P(l)

m=1
On applique alors le Lemme 3.4.6 : il existe n — 2 matrices de transvection 7™ telles

que :
n—2 n—1 n—2
m=1

m=1 m=2

- <ﬁ T(nm)> (ﬁ p(nm)> 7
m=1 m=1

- n—1 _
avec T .= 7(=1)_ On note T := [] T ™). C’est une matrice de transvection, dont
m=1

On a obtenu :

I'inverse est également une matrice de transvection, notée L. On note P = [] P~™).

On a donc obtenu :
PA=LU.
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Remarque 3.4.8. Comme on l'a vu, il existe plusieurs stratégies de changement
de pivot : il n’y a donc pas unicité de la décomposition sous la forme PA = LU!
Cependant, a permutation fixée P, la décomposition LU de PA, si elle existe, est
bien unique.

3.5 Factorisation de Cholesky

La factorisation LU s’applique & des matrices inversibles quelconques. Si la matrice a
inverser posséde des propriétés particuliéres, on peut chercher a les exploiter pour obtenir
d’autres décompositions.

Théoréme 3.5.1. Soit A € M,(R) symétrique définie positive. Alors il existe une
matrice triangulaire inférieure B telle que :

A= BBT.

Si on suppose de plus que les coefficients diagonaux de B sont strictement positifs,
alors cette décomposition est unique.

Démonstration. Existence. On va montrer que la matrice A admet une décomposition
LU. Soit pour cela k € [1,n]. On pose Ay = (Aij)(i De[ipp2 Soit w € RF. On définit
v € R" par :

0, sinon.

{wi, si i € [1, k],
V; =

Ainsi wT Ajw = vT Av. Comme A est symétrique définie positive, cette égalité permet de
montrer que les Ag sont également symétriques définies positives, et donc inversibles. Ainsi
A admet une décomposition LU : A = LU. Toujours pour k € [1,n], on peut écrire cette
égalité sous forme de blocs :

Ak LAY Lk 0 Uk *

* x) % % 0 %/’
ou Ly et Uy sont définies similairement & Ay. En particulier, on obtient Ay = LyUj, d’ou
det Ay = det Ly det Ug. Or, la diagonale de Ly, est unitaire, et Uy est triangulaire, donc :

k
0 < det Ak = HU”
=1

Cette inégalité étant valable pour tout k € [1,n], on en déduit que les coefficients diago-
naux de U sont tous strictement positifs. On peut donc définir A := diag(y/U;;), inversible.
Ainsi :

A=LU = LIAM YU = BC
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avec B := LA et C := A~'U. La matrice B est triangulaire inférieure, C est triangulaire
supérieure, et leurs diagonales sont toutes les deux égales a 1/Uy;. Comme A est symétrique,
on obtient :

A=AT — BC = (BCO)' =cTB?,

soit :

c(BT)™t = B~1cT.

La matrice C(BT)~! est triangulaire supérieure & diagonale unité, et B~1C7 est triangu-
laire inférieure & diagonale unité. Donc :

cBHt=Bptct =1

et on en déduit C = BT.

Unicité. Soient B et By triangulaires inférieures & diagonales strictement positives et

telles que :
A= BB = B,B].

Soit A; la matrice diagonale de By. Alors :
A= (BiAT)(MBY)

et ainsi A est factorisée en un produit d’une matrice triangulaire inférieure a diagonale
unité et d’une matrice triangulaire supérieure. On reconnait la factorisation LU de A, qui
apparait aussi, avec des notations similaires, dans :

A= (BaAy")(A2BD).
De l'unicité de la décomposition LU, on déduit :
BlAfl = BQA;l et AlB{ = Ang

De Ale = AngT , on déduit 'égalité des carrés des éléments diagonaux de B; et Bs.
Comme ils sont supposés strictement positifs, ils sont alors égaux. Autrement dit, A1 = As.
Comme BlAl_1 = BQAQ_I, on a donc obtenu By = Bs. [ |

Pour calculer concrétement la matrice B d’une décomposition de Cholesky, on peut
commencer par écrire le produit A = BBT :

min(z,5)

n n
V(i j) € [Ln]*, Ay => Bin(B")rj = _ BuBj = BiyBij
k=1 k=1 1

k=
car B est triangulaire inférieure. Ecrivons cette égalité pour i =5 =1 :
Ay = B},

ce qui donne :

Bi1 = A1
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Comme B est triangulaire inférieure, tous les autres coefficients de la premiére ligne sont
nuls. Continuons avec la deuxiéme ligne (i = 2) :

Aoy = Bo1Byy et Agy = B3, + B3,.

Comme on connait Bjj, on peut obtenir :
1
Bn

Byy = \/AQQ — B%l'

On a ainsi déterminé tous les coefficients de la deuxiéme ligne de B. L’idée est donc la
suivante : on construit B ligne par ligne, en utilisant & chaque fois les lignes précédemment
calculées. Considérons ¢ € [2,n] quelconque. Le premier terme de la ligne se calcule en
considérant j =1 :

By = Ao,

ce qui permet de calculer :

1
Aq = BaBu, dot By =g—Aa.
11
Considérons maintenant j € [2,7 — 1] :
J Jj—1
Aij =) BuyBjr =Y _ BuBji + BijBj;.
k=1 k=1

Si on calcule tous les coefficients de gauche a droite, on peut en déduire :

-1
1 j

Bij = 5— <Aij - ZBikBjk) :
73 k=1

Reste le coefficient diagonal :

7 i—1

2 2 2

Aji = ZBik = Z B, + Bj,
k=1 k=1

d’ou :

On résume cette méthode de calcul dans I’Algorithme 3.5.2.

Proposition 3.5.3. La décomposition de Cholesky est en O (%3) flops.

Démonstration. Pour chaque i € [1,n], on compte, pour les coefficients non diagonaux,
et donc chaque j € [1,i — 1] :

— 1 division,
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Algorithme 3.5.2 : Décomposition de Cholesky
pouri del an
pour jdel ai—1
— 7 — 1 multiplications,
— 7 — 1 soustractions,
et pour le coefficient diagonal :
— ¢ — 1 multiplications,
— ¢ — 1 soustractions,
— 1 racine carrée.
Le nombre total de multiplications est donc donné par :
n i—1 n3 _n
S (Su-vea-n) =m0
i=1 \j=1
On compte autant de soustractions. Le nombre de divisions est donné par :
n t—1 n(n . 1)
2.2 1= ’
: 2
i=1 j=1
et le nombre de racines est donné par
n
Si
i=1
On a donc un total de :
2n3—n n(n —1) N
n
6 2
opérations, d’ou le résultat. |

3.6 Systémes de Hessenberg
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Définition 3.6.1. Soit H € M, x»n(R), m > n. On dit que H est une matrice de
Hessenberg si :
Vie[l,n], Vielj+1,m], Hiy=0.

Dans le cas des matrices carrées, une matrice de Hessenberg peut étre vue comme une
matrice triangulaire supérieure pour laquelle la premiére sous-diagonale n’est pas néces-
sairement nulle. Des systémes linéaires définis par des matrices de Hessenberg sont donc
assez « proches » de systémes triangulaires. L’objectif de cette section est de définir une
méthode permettant de triangulariser de tels systémes. On rappelle pour cela une notation
pour désigner le cercle unité qui sera utile dans la suite :

§ti={(z,y) €R®; a® +y* =1},

Lemme 3.6.2. Soit H € M>(R). Alors il existe (c,s) € S! tel que, en notant

Qz:(c 3>

la matrice QH est triangulaire supérieure.

hi1 h12>
H = .
<h21 hao
Si ha; = 0, alors H est déja triangulaire supérieure : le couple (¢, s) = (1,0) convient.
Sinon, h3; + h3; > 0 et on peut alors définir :

Démonstration. On note

_ h11 _ ho1
Vhi +h3 Vi + Dy,
On peut alors vérifier que le couple (¢, s) ainsi défini convient. |

Remarque 3.6.3. Si ce résultat peut paraitre quelque peu sorti de nulle part, il est
en réalité assez simple de I'interpréter géométriquement. Les colonnes de la matrice
H définissent deux vecteurs de R?. Comme (c,s) € S!, la matrice Q n’est autre
qu’une matrice de rotation d’angle —f, avec ¢ = cosf et s = sinf. L’idée est donc
simplement d’appliquer une rotation & ces vecteurs de telle sorte que le premier se
retrouve colinéaire & I'axe des abscisses.

Théoréme 3.6.4. Soit H € M,(R) une matrice de Hessenberg. Alors il existe
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((cks k) keqin—1] € (S1)"* tel que, en notant

I
vk € [[lan - 1]]7 Qr = _C:k i: )
In k1

et en définissant la suite

Vke[o,n—2], H®* .=Q, . H®

a partir de H® := H, la matrice H™ 1 est triangulaire supérieure.

Démonstration. L’idée est de montrer par récurrence sur k € [0,n — 1] que H (k) est
une matrice de Hessenberg dont les k premiers éléments sous-diagonaux sont nuls. C’est
trivialement vrai pour k = 0. A I’étape k, on peut donc écrire

Hy1 Hip Hig
H® =| 0 Hy Hy
0 Hz Hsg

avec Hi; € My(R) triangulaire supérieure, Hay € M2(R) et Hsz € M, _;_o(R). Comme
H®) est une matrice de Hessenberg, on peut vérifier que la premiére colonne de Hszo €
M ——2)x2(R) est nulle. i

En appliquant le Lemme 3.6.2, on trouve (cx41, Sg+1) € ST tel que Qp+1Ho2s est trian-

gulaire supérieure avec
A _ [ Ck+1  Sk+1
Qry1 = :

—Sk+1  Ck+1
Posons
I 0 0
Qri1=10 Qrs1 0
0 0 Infka
Ainsi :
Hyy  Hip _ Has
H* = QuuH® = [ 0 Qui1He Qui1Hos
0 H32 H33
On a donc annulé le (k + 1)-éme élément sous-diagonal. [ |

En notant () le produit de toutes les matrices Q; utilisées, on obtient un nouveau
systéme linéaire :

Az =b <= (QA)x = Qb,

triangulaire supérieur, qui peut donc facilement étre inversé par une méthode de remontée.
Comme pour le pivot de Gauss, en pratique, on ne calcule pas les matrices de rotation
pour ensuite effectuer la multiplication : on effectue directement les changements. On peut
d’ailleurs remarquer qu’a chaque étape, seules deux lignes sont affectées : les lignes k et
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k + 1. Les lignes précédentes restent inchangées par rapport a l’étape précédente, tandis
que les lignes suivantes restent celles de H. On obtient I’Algorithme 3.6.5.

Algorithme 3.6.5 : Résolution d’un systéme de Hessenberg
Entrée : H € M,(R) matrice de Hessenberg inversible, b € R"
Sortie : z € R" solution de Hx = b

pour k del an—1

=)+ (m5,)°

g®
Cl = kk_
ng
®
s = k+1,k
Nk

pour j dek an

ng;ﬂ) = ckH,gI;) + skH]g_?Lj
g ckH(k) skH(k)

k+1,5 k+17 kj

b = b sybF)

k+1
pUHD () (k)

b1 = kbR — sk

Résoudre le systéme H Dz = b par remontée

Proposition 3.6.6. La résolution d’un systéme de Hessenberg par I’Algorithme 3.6.5
nécessite O(4n?) flops.

Démonstration. Pour tout k£ € [1,n — 1], le calcul de nj nécessite 2 multiplications,
1 addition et 1 racine carrée. Les coefficients ¢; et s; s’en déduisent avec 2 divisions.
La transformation des deux lignes de la matrice nécessite, pour chaque j € [k,n], 4
multiplications et 2 additions. La transformation du vecteur nécessite 4 multiplications et
2 additions. On obtient au total :

n—1
2=2(n-1)
k=1
divisions,
n—1
l=n-1
k=1
calculs de racine carrée,
n—1 n

24+ 444 | =2n-1)(n+5)
=k

T
I
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multiplications, et

n—1 n
14> 242 =(n—1)(n+5)
k=1 j=k

additions. Au total, on a donc :
20 —1)+ (n—1)+2(n—1)(n+5)+ (n — 1)(n +5) = 3(n — 1)(n + 6) = O(3n?)

opérations élémentaires pour la transformation du systéme. Il faut ajouter a cela O(n?)
flops pour la résolution du systéme triangulaire. |

Il est intéressant de noter que la transformation d’un systéme de Hessenberg s’effectue
colonne par colonne : la transformation des coefficients d’une colonne donnée n’affecte en
rien les autres colonnes. Cela indique qu’il peut étre « facile » d’agrandir le systéme : on
peut passer d’un systéme de taille n & un systéme de taille n + 1 sans pour autant avoir a
refaire tous les calculs de transformation, puisque seule la derniére colonne devrait avoir a
étre transformée, a priori.

Considérons une matrice de Hessenberg H € M,,(R). On définit H € M, (R) comme
étant une « extension » de la matrice H, et b € R™! comme étant une extension de b :

- H h ~ b
H=1"- , b=
(h hn+1,n+1> <bn+1>

ot h = (h1pt1,hant1s-- -, hn7n+1)T et h = (0,...,0, hpt1n). La transformation du sys-
téme de taille n peut s’écrire sous la forme QHx = Qb. On définit

0= (8 1)

oo (%) (%)

Ainsi :

h hn+1,n+1

Les transformations QH et Qb ayant déja été calculées, il reste & calculer Qh avant de
triangulariser le systéme, ce qui ne nécessitera qu’une seule ligne de transformation sup-
plémentaire (celle ayant été ajoutée). On obtient I’ Algorithme 3.6.7.

On peut calculer que I’Algorithme 3.6.7 nécessite 6(n — 1) + 24 opérations élémentaires,
auxquelles il faut bien str ajouter O((n + 1)?) pour la résolution du systéme triangulaire.



CHAPITRE 3. METHODES DIRECTES

63

Algorithme 3.6.7 : Augmentation de la taille d’un systéme de Hessenberg

pour k del an—1

(k) . (k—1) (k—1)
Hy =l +seHp 00
(k) ._ (k—1) (k—1)
Hk+1,n+1 =y g g — Ska,n+1

no =\ (G2 + ()2

pour j den an+1
L HT(Z?) = anT(g_l) + anf;rllj)

. —1) g1
Y, = e, v ) s, H

b = bl s, b

biﬁgl = cnbg:ll) — snb%n_l)




Chapitre 4

Matrices creuses

Les matrices issues de la discrétisation d’'une EDP contiennent souvent un grand
nombre de coefficients nuls. I peut étre utile (voire indispensable dans de nombreux cas)
de prendre en compte cet aspect.

Dans tout ce chapitre, M désigne une matrice de taille m x n. Ses mn coefficients seront
notés M;j, pour (i,j) € [0,m — 1] x [0,n — 1].

4.1 L’approche classique

Commengons par nous intéresser au stockage de matrices en général. On peut par
exemple commencer par stocker tous les coefficients de la matrice M dans un tableau V
de taille mn. En faisant cela, on « applatit » la matrice en un vecteur : il nous faut un
moyen de retrouver la structure initiale, ce qui revient & se demander comment accéder a
un certain coefficient M;;. Sans hypothése sur I'ordre dans lequel ont été stockés les valeurs
dans V, deux autres tableaux seront nécessaires, tous deux de taille mn, pour stocker les
coordonnées des coefficients (un tableau pour la ligne, un autre pour la colonne). Cette
approche est bien évidemment loin d’étre optimale.

Une meilleure approche, toujours en utilisant un tableau de taille mn, consiste a définir
un ordre dans lequel sont stockés les coefficients : on remplit V avec les éléments « lus » de
gauche a droite, de haut en bas. On obtient la représentation :

V=Moo, Mo1,....Mon—1,Mio,....Mipn—1,..., Mpm_10,..., Mm_—1n-1).

L’avantage de cette approche est qu’elle ne nécessite pas de stocker les coordonnées des
coefficients qui peuvent étre déterminées implicitement via la connaissance du nombre de
lignes m et du nombre de colonnes n :

Mij = Vim+j.

64
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Exemple 4.1.1. La matrice

123 4
M'_<5678)

sera stockée dans un « vecteur »

V =(1,2,3,4,5,6,7,8).

S’il est possible d’utiliser des tableaux bidimensionnels, une autre approche consiste a
représenter la matrice de la méme fagon que celle utilisée quand on I’écrit sur le papier. Un
tableau & m éléments est défini. Chaque élement est lui-méme un tableau & n éléments,
listant les coefficients de la m-éme ligne de M.

Proposition 4.1.2. Soit M € M,,x,(R) et x € R™. Le produit Mz nécessite m(2n—
1) opérations élémentaires.

Démonstration. Le résultat y de l'opération Mz est un vecteur de R™ dont chaque
coefficient est calculé de la méme fagon. Soit ¢ € [0, m — 1]. Alors :

n—1
Y = Z M,-jxj.
Jj=0

Pour chaque coefficient, on compte ainsi n multiplications et n — 1 additions. On obtient
donc un total de :
m(n+n—1)=m(2n—1)

opérations élémentaires. |

4.2 Ignorer les zéros

Dans les cas ou aucune hypothése n’est faite sur la matrice, il n’est pas possible de faire
mieux que ’approche décrite précédemment en terme d’espace occupé en mémoire : on a
besoin de stocker les mn éléments de M pour la représenter complétement. A partir de
maintenant, on supposera donc que M est une matrice dite creuse, c’est-a-dire contenant
« beaucoup » de zéros. On note Ny, le nombre de coefficients non nuls de M. On suppose
ainsi :

Np, < mn.

Il n’existe pas de définition stricte de matrice creuse : la proportion « limite » & partir de
laquelle on passe de matrice dense & matrice creuse est floue. L’idée est simplement d’utiliser
les techniques d’optimisation du stockage et du calcul dés que cela devient intéressant. On
peut en effet citer deux inconvénients majeurs au fait de traiter une matrice creuse comme
étant dense.
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Cotit mémoire. Le premier est probablement le plus évident : la place occupée en mé-
moire. Imaginons ’exemple (plutdt extréme) d’une matrice diagonale de taille n x n,
qui contient donc n? coefficients mais seulement n coefficients non nuls. On compte
ainsi n? — n = n(n — 1) zéros : on va ainsi réclamer n? places mémoire, 1a o n
suffisent pour stocker toute 'information. Si n est grand (ce qui arrive souvent en
pratique), selon la mémoire disponible, il se peut qu’il soit tout simplement impos-
sible de stocker n? coefficients : on ne pourra donc pas réaliser le calcul, alors que

I’on aurait pu si on avait seulement stocké nos n coefficients non nuls.

Coitit de calcul. Le second inconvénient est le temps de calcul : une opération couram-
ment utilisée est le produit matrice-vecteur. Chaque coefficient du résultat est le
produit scalaire d’une certaine ligne de la matrice avec le vecteur. Or, si ces lignes
contiennent un grand nombre de zéros, on va passer la majeure partie du temps a
effectuer des calculs qui n’influenceront pas le résultat final. L’exemple de la ma-
trice diagonale est 1a encore assez parlant : chaque produit scalaire n’est finalement
qu’un seul produit. Si on ne prend pas en compte cette structure, on va effectuer n
multiplications et n — 1 additions, soit 2n — 1 opérations, 1a oll une seule suffisait !

Différentes approches existent pour tirer parti de la présence de nombreux zéros, avec
pour point commun l’objectif de stocker le moins de zéros possible. L’approche la plus
générique, appelée COO (pour « COOrdinate format ») consiste a utiliser trois tableaux
de taille N,,. Le premier, V, liste les coefficients de la matrice. Les deux autres, R et

C, servent a stocker les coordonnées de ces coefficients, dans le méme ordre. Ce format

nécessite donc 3V, places mémoire.

Exemple 4.2.1. La matrice

o o O =
O O = O
o O O N
O N O O
© O ot Ww

pourra étre représentée avec les trois tableaux suivants.

V = [1} 4’ 6, 2’ 7’ 8’ 3’ 5’ 9]
R=1[0,1,2,0,2,3,0,1, 3]
c=1[0,1,0,2, 3,2, 4, 4, 4]

Dans 'exemple précédent, les coefficients de M sont stockés dans un ordre quelconque,
ce qui est possible puisque les coordonnées de chaque coefficient sont également stockées.
Dans les implémentations pratiques, il peut méme étre possible d’avoir des doublons dans
les coordonnées : les entrées ayant les mémes coordonnées sont alors sommeées avant d’étre
utilisées. Le format COO est assez largement répandu, notamment pour sa facilité d utili-
sation : il est en effet trés simple de construire une matrice creuse avec ce format. L’accés
a des coefficients spécifiques, et donc le calcul effectif avec la matrice représentée, n’est
cependant pas immeédiat : il faut rechercher dans les tableaux R et C le couple voulu pour
en déduire la position de I’élément dans V.
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En pratique, le format COO est donc assez souvent une « porte d’entrée » : on 'utilise
pour construire facilement la matrice, qui est ensuite convertie en un autre format facilitant
les calculs.

4.3 Formats compressés

Comme aucun ordre n’est imposé dans le format COO, il n’y a pas unicité de la
représentation d’une matrice donnée. L’Exemple 4.2.1 pourrait par exemple devenir

v=1_[1,2, 3, 4,5, 6, 7, 8, 9]
R=1[0,0,0,1,1, 2, 2, 3, 3]
c=1[0, 2, 4, 1, 4, 0, 3, 2, 4]

si on stocke les éléments de gauche & droite et de haut en bas. En regroupant les coeffi-
cients ligne par ligne, on fait apparaitre une redondance dans R. Naturellement, on cherche
donc & compresser les informations contenues dans R : c’est I'idée du format CSR (pour
« Compressed Sparse Row »). Dans ce format, les définitions de V et C ne changent pas. En
revanche, on impose que les coefficients soient stockés ligne par ligne, colonne par colonne.
Le tableau R devient un tableau & m + 1 éléments. Pour i € [0, m — 1], le i-éme élément de
R est l'indice dans V (et donc dans C) & partir duquel commence la i-éme ligne de M. Le
dernier élément de R est le nombre de coefficients non nuls contenus dans M. De maniére
équivalente, le i-éme élément de R indique le nombre de coefficients non nuls avant la ligne
i.

Exemple 4.3.1. La matrice de ’'Exemple 4.2.1 pourra étre représentée avec les trois
tableaux suivants.

V = [1) 2! 3, 4) 5’ 6) 7’ 8, 9]
c=1[0, 2, 4,1, 4, 0, 3, 2, 4]
R=1[0, 3, 5, 7, 9]

Avec ce format, on stocke donc moins d’éléments dans R. Plus précisément, on a toujours
besoin de 2N, éléments pour V et C, tandis que R contient m + 1 éléments, ce qui donne
un total de 2V, + m + 1 places mémoire.

Remarque 4.3.2. Le premier élément de R sera toujours 0, et le dernier sera toujours
Npg. I1 peut sembler assez inutile de les stocker. Leur présence permet cependant de
faciliter les calculs. En stockant 0, on évite de devoir gérer 'exception que deviendrait
la premiére ligne. De méme, en stockant N,,, on sait a quel indice s’arréte la derniére
ligne sans avoir a gérer ’exception que celle-ci représenterait. La présence de ces deux
constantes permet aussi que la formule

nombre de coefficients non nuls sur la ligne i = R[i + 1] — R[j]

soit vraie quel que soit i € [0, m — 1]. Ne pas les stocker nécessiterait des conditions
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\ supplémentaires dans les calculs effectués, pour n’économiser que deux cases mémoire.

On peut assez facilement écrire une formule permettant d’effectuer un produit matrice-
vecteur dans le cas ol la matrice est stockée sous le format CSR :

i+1—1

R
Vie[0,n—1], (Az); = Z Vizc,.
J=R;

On effectue ainsi un total de Ny, multiplications et Ny, — m additions.

Remarque 4.3.3. Comme on s’intéresse aux lignes de la matrice, une question na-
turelle peut venir : comment traiter le cas ot une ligne est entiérement nulle ? Ce cas
particulier ne nécessite en réalité aucun traitement spécifique. Une définition équiva-
lente de R consiste & dire que le i-éme élément est le nombre de coefficients non nuls
avant la i-éme ligne. Si une ligne est nulle, ce nombre ne bougera pas et on observera
simplement une répétition dans R. Par exemple, la matrice

10 2 0 3

00000

M= 6 0 070

00 8 09

sera représentée par

v=1_[1, 2, 3,6, 7,8, 9]
c= [0, 2, 4, 0, 3, 2, 4]

R = [0, 3, 3, 5, 7]

Remarque 4.3.4. Il existe également le format CSC (pour « Compressed Sparse
Column » ), similaire au format CSR, a ceci prés que les coefficients sont regroupés
par colonne et non plus par ligne.

4.4 Diagonales

Dans le cas de matrices carrées, une alternative au format CSR propose de séparer
la diagonale principale de M. Il s’agit du format MSR (pour « Modified Sparse Row »).
Supposons que cette diagonale ne contienne aucun zéro. Le tableau des valeurs contient
alors Ny, + 1 éléments : les n coefficients diagonaux, un élément séparateur (généralement
0), puis tous les autres coefficients extra-diagonaux non nuls de M, ordonnés de la méme
fagon que dans le format CSR. Il n’y a plus qu'un seul tableau de coordonnées qui revient
& concaténer les tableaux R et C définis dans le format CSR.
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Exemple 4.4.1. La matrice

~J Ot O =
o O W o
S O =~ O
co O O N

est représentée dans le format MSR par les deux tableaux suivants.

s

V = [1) 3) 6) 8, 2, 4’ 5, 7]
I=105,6,7,8,9,3,2,0,0]

© O

2 3 3

Lorsque 'on sait qu'une matrice est nulle en dehors de quelques diagonales, il peut
étre intéressant de ne stocker que celles-ci. L’idée est alors de « réduire » la matrice carrée
M en une matrice rectangulaire D ne contenant que les diagonales non nulles. Dans un
tableau a part J, on stocke les positions de ces diagonales : la diagonale principale est a la
position 0, les surdiagonales ont des positions strictement positives, et les sous-diagonales
ont des positions strictement négatives.

En notant Ny le nombre de diagonales stockées, la matrice D sera de taille n x Ny.
Ainsi, seule la diagonale principale peut remplir complétement sa colonne. Pour les autres,
une idée est de les décaler : on ajoute autant de zéros que nécessaire pour « aligner » une
sous-diagonale en bas et une surdiagonale en haut.

Exemple 4.4.2. On considére la matrice tridiagonale
102 0 O
340 5 0
M=1]10 6 7 0 81,
00 9 10 O
0 0 0 11 12
qui peut étre représentée avec :
1 0 2
4 3 5
D=|7 6 8|, J=(0,-1,2).
10 9 0
12 11 0

On peut réaliser un produit matrice vecteur avec I’Algorithme 4.4.3.

Cet algorithme sous-entend que les coefficients « inutiles » dans D (ceux servant a
remplir les colonnes) sont des zéros, ce qui permet de ne pas altérer le résultat final. Si on
tient & éviter complétement ces coefficients, il suffit de modifier les bornes de la boucle sur
i : le premier indice est —min(0, d), le dernier est n — 1 — max(0, d).



CHAPITRE 4. MATRICES CREUSES

70

Algorithme 4.4.3 : Produit matrice-vecteur avec un stockage diagonal

Entrée : (D, J) une représentation diagonale de M, z € R"
Sortie : y = Mz
y=0
pour j de 0 a Ng—1
5= J(j)
pour i de 0 an—1
L Vi =Y + Dijxits




Chapitre 5

Meéthodes 1tératives

On considére toujours une matrice A € M, (R) inversible et un vecteur b € R™ en vue
de la résolution du systéme linéaire
Ax =b.

On va cette fois-ci s’intéresser a des méthodes dites « itératives » : plutét que de chercher
a résoudre directement le systéme pour obtenir sa solution, on va construire une suite qui
va (on l'espére!) converger vers cette solution.

5.1 Meéthodes classiques

5.1.1 Généralités

Soit B € M, (R) telle que la matrice (I — B) est inversible et telle que :
r=DBzx+c

pour un certain vecteur ¢ € R”, x étant toujours la solution du systéme Az = b.

Remarque 5.1.1. Une telle matrice B existe toujours. On peut par exemple consi-
dérer B .= 1 — A, de sorte que I — B = A, donc inversible. Avec ce choix, on peut
vérifier que ¢ = b.

On définit une méthode itérative par la donnée d’un vecteur initial 2(0) € R™ et par la

relation de récurrence :
VkeN, 2* ) = pBz®) 4.

On dira que la méthode itérative converge si :

vz(©® e R”, lim z®) = 2.
k—+o00

Le résultat suivant établit une condition nécessaire et suffisante & la convergence d’une
telle méthode itérative (voir par exemple [Cia82]).

71
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Théoréme 5.1.2. Soit une méthode itérative définie par une matrice B. Les propo-
sitions suivantes sont équivalentes :

1. la méthode itérative converge ;
2. p(B) < 1;

3. il existe une norme matricielle || - || telle que ||B]| < 1.

Démonstration. On note
Vk e N, e®) = z®) _ g,

Alors on montre facilement que
Vk e N, e*t) = Be®)
d’ou :

Vk € N, eF) = BFey.

1 = 2. On procéde par contraposée. Supposons que p(B) > 1. En particulier, il
existe p € R"™ \ {0} tel que Bp = Ap avec |A\| > 1 et :

VkeN, ||Bp| = |AF|pl

qui ne peut pas tendre vers 0 par hypothése sur A, donc (B*p)ien ne tend pas vers 0. Ainsi,
en considérant (9 := p+ z, la suite (x(k)) keN he converge pas vers x, donc la méthode ne
converge pas.

2 = 3. Comme p(B) < 1, on peut définir

1—p(B
€= ﬁ > 0.
2
Il existe une norme subordonnée || - || telle que
1+ p(B
1B < p(B) +e= B <y
3 — 1. Comme || - || est une norme subordonnée, on a :

vkeN, |[B*®| <|B|*le®].

Or, |B|| < 1, donc
lim BFe® =,

k—+o0

ce qui montre que la méthode converge. |



CHAPITRE 5. METHODES ITERATIVES 73

5.1.2 Décomposition de la matrice

On se propose de construire la matrice B & partir d’'une décomposition particuliére de la
matrice A. Soient pour cela M € M, (R), inversible, et N € M, (R) telles que A = M — N.
On a alors :

Ar=b <= (M —N)x=1b
& Mx=Nz+0b
— =M 'Nx+ M1,

ce qui permet naturellement de définir une méthode itérative par la matrice B := M~'N.

Remarque 5.1.3. Comme B=M "N =M"YM — A)=1—- M~'A, on en déduit
que la matrice I — B = M~ A est toujours inversible.

Théoréme 5.1.4. Supposons que A soit symétrique définie positive. Si la matrice
(symétrique) MT 4 N est définie positive, alors p(M~'N) < 1 et, en particulier, la
méthode itérative associée converge.

Démonstration. Commencons par vérifier que la matrice M7 + N est bien symétrique.
En effet :

(MT + NI =M + NT

=A+N+NT
= AT + N+ NT car A= AT
=(A+NT+N
=M" +N.
Soit || - || la norme subordonnée définie par la matrice A : || - ||2 = (-)T A-. Alors :

27N = M7 (M = A)) = 1~ M A = sup o — M A,

[[o]l=1
Soit alors v € R™ tel que |[v|| = 1. On note w :== M~!Av. Alors :
v —w|? = (v —w)TA(w —w) = vl Av — vl Aw — wl Av + w! Aw.

Or, vT'Av = |[v||? = 1. De plus, w = M~ Av, donc Av = Mw. On déduit également de
la définition de w que v = A~ Mw, donc vT = wT MT (A=) = wTMTA! car A= AT.

Ainsi :

|o—w|* = 1—w? MTw—w? Mw4w? Aw =1—w? (MT+M - A)w =1-w? (MT +N)w.
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Comme v # 0, en particulier w # 0 et ainsi w? (MT + N)w > 0 car la matrice M + N
est supposée définie positive. Autrement dit :

Yo eR™, |v]=1 = |lv— M TAv| < 1.

L’application v + ||v — M ! Av|| est continue sur le compact {v € R" ; |[v| = 1}. Elle y
est donc bornée et atteint ses bornes. En particulier, on obtient | M ~!N|| < 1 et le résultat
s’ensuit car p(M~IN) < [|[M~IN]|. [ |

5.1.3 Meéthodes de Jacobi et de Gauss-Seidel

Dans tout le reste de cette section, on supposera que tous les éléments diagonaux de

A sont non nuls :
Vi € [[1,71]], A 7& 0.

On définit trois matrices a partir de A : D, sa diagonale, E, 'opposée de sa partie trian-
gulaire inférieure stricte, et F', 'opposée de sa partie triangulaire supérieure stricte. On
obtient graphiquement :

A=D—-FE—-F = D
-F

Ces matrices peuvent bien str étre définies de maniére un peu plus formelle :

Ay sii=], CA sii> CAy sii<
D"—{ ity Sl 1 =] Eij:{ ij 11 ~>] Fij:{ ij 11<)]

iy . . .
0, sinon, 0, sinon, 0, sinon,

pour tout (i,7) € [1,n]*

La méthode de Jacobi entre dans le cadre décrit précédemment en définissant M = D
(inversible par hypothése sur les coefficients diagonaux de A) et N := E + F. On obtient
la matrice de Jacobi :

J=M'N=DYE+F).

D’autres choix de combinaison des matrices D, F et F' sont possibles. Ainsi la méthode de
Gauss-Seidel consiste a choisir M := D — E (inversible également pour les mémes raisons)
et N := F pour définir la matrice de Gauss-Seidel :

Ry =M'N=(D-E)'F

Ces deux méthodes sont liées. Pour le montrer, nous aurons besoin du lemme technique
suivant.
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Lemme 5.1.5. Pour 4 € R*, on définit la matrice :

b pla
paz by ples

-1
Hap—1 bp—1 pcpo1

[ay, by,

Alors :

Vu e R*,  det(A(n)) = det(A(1)).

Démonstration. Soit u € R*. On pose :

Ainsi :
det(A(r)) = det(Q(n)) det(A(1)) det(Q(n) ™),
et le résultat s’ensuit car det(Q(u)~!) = det(Q(u)) " . [ |

Théoréme 5.1.6. Supposons que A soit tridiagonale. Alors :
p(R1) = p(J)*.
Démonstration. Rappelons les expressions des matrices de Jacobi et de Gauss-Seidel :
J=DYE+F) et R =(D—-E)'F
Les valeurs propres de J sont les racines de son polynéme caractéristique :
A= det(J — AI).

On rappelle que les éléments diagonaux de A sont supposés non nuls. En particulier,

det(—D) # 0. Ainsi :

det(J — M) =0 <= det(—D)det(J — AI) = 0.
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Les valeurs propres de J sont donc également les racines du polynome :
py: A= det(—=D)det(J — AI) = det(—=D(J — AI)) = det(AD — (E + F)).

De la méme fagon, det(E — D) # 0, donc les valeurs propres de R; sont les racines du
polynéme :

PRy A det(AD — AE — F).
Intéressons-nous aux valeurs propres A non nulles. Pour commencer :
pr,(A?) = det(\2D — \°E — F).

La matrice A étant tridiagonale, on peut par exemple écrire :

i —fi
—ey  do —f2
A: . .
—€p—1 dnfl _fnfl
—€En dn
Ainsi :
Ndy  —fi
—Xey  N2d, —fo
ND—-XNE—-F= . - .
_)\267171 )\an,1 —fn-1
—N2e,, M\,
M XA

“des Ay —A"lfy

= : .

“Xeno1 AMpo1 —A"fq
“Xen  Ma

On en déduit :
pr, (V%) = det(\2D — A\2E — F) = \'det(AD — \E — A7'F).
On applique le lemme technique :
det(AD — AE — \"'F) =det(A\D — E — F).
On a donc obtenu :
PR (A?) = X"ps (V).
En utilisant cette relation, on montre facilement que :

A€ Sp(J)\ {0} = A2 € Sp(Ry) \ {0}.

Et réciproquement :
A €Sp(Ry)\ {0} = +£eSp(J)\{0}

ou ¢ € C désigne une racine carrée de . |
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Remarque 5.1.7. En particulier, ce résultat implique que, au moins dans les cas
des matrices tridiagonales, les méthodes de Jacobi et de Gauss-Seidel convergent (ou
divergent) simultanément.

Remarque 5.1.8. On peut également définir les méthodes de Jacobi et de Gauss-
Seidel « par blocs » (ce qui consiste moralement & définir D non pas comme une
diagonale mais des blocs diagonaux). Avec une approche similaire, on peut montrer
que le résultat précédent est alors valable pour des matrices tridiagonales par blocs.

5.1.4 Meéthode de relaxation

La méthode de relaxation consiste & introduire un paramétre w # 0 perturbant la
définition de la matrice de Gauss-Seidel. On fixe ainsi :
D 1-
M="_E ¢ N=—"DyF
w w

de sorte que ’on obtient :

-1
R, = M™'N = <D . E> (MD i F) .

w w

Remarque 5.1.9. En fixant w = 1, on retrouve bien la méthode de Gauss-Seidel,
de matrice associée R, d’ou la notation qui avait été choisie & ce moment-1a.

Théoréme 5.1.10. Pour tout w # 0 :

p(R.) > |w—1].

Démonstration. On commence par utiliser I’expression de R,, :

D -1 1— det (=D + F
det(Rw)—det<<—E> )det (wD+F> _ de ( w )
w w

det (% — E)

On se retrouve alors & calculer des déterminants de matrices triangulaires. Aprés simplifi-
cation, on obtient :

det(Ry) = (1 —w)™
Par ailleurs, en notant \;(R,,) les valeurs propres de Ry, on peut écrire :

n

det(Ry) = [ Mi(Rw).

=1

vie[ln], p(Ro)=[Xi(Ro)l.
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On combine le tout :

n

[[2i(R)

=1

p(Ry)" = = [det(Ry)| = |1 —w[™,

et on obtient le résultat en appliquant la racine n-iéme. |

Remarque 5.1.11. En particulier, si la méthode de relaxation converge, alors on a
nécessairement w € 10, 2].

Le résultat donne ainsi une condition nécessaire & la convergence de la méthode de
relaxation, valable pour toute matrice A. Dans le cas ot 'on se donne un peu plus d’hypo-
théses sur A, on peut cependant montrer qu’il s’agit également d’une condition suffisante.

Théoréme 5.1.12. Supposons que A soit symétrique définie positive. Si w € ]0, 2],
alors la méthode de relaxation converge.

Démonstration. On rappelle que A = M — N avec :

D 1—
M==2_F e N=—YD4F
w w

Ainsi :

T B T _
MT 4+ N = (D—E> +<1“D+F> D g ltepir

w w w w

Or, A= AT donc ET = F, et D est une matrice diagonale donc, en particulier, D = DT
D’ou : D ) 5
MIyN==_F+—%pyr=""Yp
w w w

Nous allons montrer que D est définie positive. Soit pour cela v € R™. En utilisant la
structure de D, on calcule rapidement :

n
’UTD’U: E Uz‘AiiUi-
i=1

Pour tout k € [1,n], on définit un vecteur w* par :

Wk — {vk, sii=k,

0, sinon,

de sorte que :
(wk)TAwk = 'UkAkk'Uk-
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Or, A est définie positive, donc (w®)T Aw* > 0 dés que w¥ # 0. Ainsi, pour tout i € [1,n],
v; Ayiv; > 0 si v; # 0 (et est nul sinon). Comme v # 0, il existe au moins une composante
de v qui ne s’annule pas, ce qui montre que :

n
UTDU = Z v; Aiv; > 0,
i=1
donc D est définie positive. La matrice M7 + N = Q_T"JD est donc définie positive si et
seulement si 277“ > 0, ce qui est équivalent a imposer w € |0, 2]. [ |

Les définitions des méthodes de Jacobi, Gauss-Seidel et de relaxation étant proches,
il semble naturel de penser qu’elles sont liées d’une certaine fagon. C’est effectivement ce
qu’indique le résultat suivant.

Théoréme 5.1.13. Supposons que A soit tridiagonale et que toutes les valeurs
propres de la matrice de Jacobi J soient réelles. Alors la méthode de Jacobi et la
méthode de relaxation, pour w € |0, 2], convergent ou divergent simultanément. Dans
le cas ou elles convergent, les rayons spectraux de leurs matrices sont reliés :

{ p(J)20? =2(w—1)+p(J)w/p(I) 22 —4(w—1)

5 , siw € ]0,wpl,
w—1, sl w € Jwo, 2],

2

ol Wy i= ———.
0 L /1-p())2

Démonstration. Relation fonctionnelle. On a déja montré précédemment que les va-
leurs propres de J sont racines du polynéme

pj: A= det(AD — E — F).
On montre de la méme fagon que les valeurs propres de R, sont les racines du polynéme

Atw-—1
w

D
pr:)\b—>det<E—w)det(Rw—)\I):det( D—AE—F).

Soit A # 0. Alors :
A2 —1
PR, (A?) = det <+;D —\2E — F) .

En utilisant la structure tridiagonale de A et le lemme technique précédemment utilisé, on
obtient :

DR, ()\2) = det

2 _
:det(A(WD—E—P))
Aw

M4w-—1
w

2 _
(WD—)\E—)\F>
w
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Lien entre les valeurs propres. Soit 5 € Sp(R,,) \ {0}. Alors :
0= pr, () = pro((£VB)?),

d’ou, par la relation qui précéde :
Btw—1\ 0
B+w-—1

VBw

Réciproquement, soit a € Sp(J). Alors py(a) = 0, d’oit pr,(A\?) = 0 ot A est tel que :

et ainsi :

+ € Sp(J).

Mtw-1
T -0 = M-awltw-1=0.
Aw
On s’intéresse alors au discriminant de ce polynéme :
Aw) = a?w? — 4(w —1).
On obtient ainsi deux racines (distinctes ou non, réelles ou complexes) :

A = u VA(M)
2

On pose :

o B ?w? — 2(w — 1) £ aw/A(w)
i ayw) = (V) = J=aoyel)

Comme pr_(A2) = 0, on a donc obtenu u* € Sp(R,,).

Un rayon spectral explicite. De ce qui précéde, on déduit :

VB € Sp(R,) \ {0}, 3a € Sp(J)/B = p*(a, w).
Ainsi :

RW - = - ) ) B ) *
p(Ro) = | mae 6= mase (™ ()] o~ (e.2))

On s’intéresse alors a la fonction

M: Rx]0,2[ - R"
(0,w) = max(|p (e, w)], [p (a,w)])

dont on peut restreindre 1’étude aux o € R™ puisque I'on peut montrer
ac€Sp(J) <= —aeSp(J).

On en déduit au passage que, puisque 'on a supposé que les valeurs propres de J étaient
réelles, alors p(.J) est valeur propre de J.
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Le cas o = 0. On obtient u* = (A¥)? avec
M) +w—-1=0.

Autrement dit :
M(0,w) = |p*(0,w)| = |1 — wl.

Le cas « €]0,1]. Revenons a
A(w) = a?w? — 4w + 4.

C’est 1a encore un polynéme du second degré par rapport a w donc le discriminant est
donné par
16(1 — a?) > 0.

On obtient alors deux racines :

w

L 2+2/1— a2
=2

a

On note wq () == w™. Ainsi :

— > 2.

w1 (@) 2

_2+2vi-a? 2
=T
(&%

Intéressons-nous alors a :

_2-2VT—a (2-2/1-a?)(1+V1—a?) 2
- - -

a a2(14++/1 - a?) 14+vV1—a?

wo(a) =w

On a alors :
1 <wp(a) <2 <wi(a).

Comme w € ]0, 2[, deux cas se présentent. Supposons dans un premier temps w € Jwo(a), 2[.
En particulier, w € Jwo(a),wi(a)] et ainsi A(w) < 0. Alors A~ = A+, d’ou = = pt. O
obtient ainsi :

=

M(a,w) = |p"[ =g =P =A" AT =w-1.

Supposons maintenant w € ]0,wp(c)]. Alors A(w) > 0 et AT € R. On peut alors écrire
A7 < AT, dott p~ < . Comme de plus AT > 0, on en déduit u* > 0 et ainsi :

M(a,w) = pt (o, w) = v(a,w)?
Comme 0 < a < 1, on trouve :

5 alw? —2(w—1)+ awy/aw? — 4(w — 1) - w2 —2w—1)+wy/w? —4(w-1)

V- =
2 2

Or,w? —4(w—1)=(w—2)% donc \/w? —4(w—1)=|w—2|=2—wcar 0 <w < 2. On
en déduit :
M(a,w) =1%< 1.
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Par ailleurs, de ’expression de v, on tire facilement :

lim v(o,w) =1,

w—0
d’ou :
lim M (o, w) = 1.
w—0
De méme :
. QW
lim v(o,w) = —,
w—rwo 2
d’our :

2
lim M(o,w) = (%) =wp — 1,

w—rwQ 2

et on en déduit en particulier la continuité de w — M (o, w) en wy a « fixé.

Le cas o > 1. Dans ce cas, A(w) >0 et :

2w — 2w —1 202 — 4(w -1
M(ow) = pH(a,w) = 22— 2 ”‘;WO‘“ w=1)

S w? —2w—1)+wy/w? —4(w—1) 1

- 2

Convergence simultanée. Supposons que la méthode de Jacobi converge. Alors
p(J) <1let:
Vw€]0,2[, p(Rw) :M<p(*])7w) <1

et ainsi la méthode de relaxation converge. Réciproquement, supposons que la méthode de

Jacobi diverge. Alors p(J) > 1 et, de méme, p(R,,) = M(p(J),w) > 1 et ainsi la méthode
de relaxation diverge. |

On obtient ainsi un résultat intéressant dans le cas des matrice tridiagonales symé-
triques définies positives, pour lesquelles le rayon spectral de R, aura l'allure de la Fi-
gure 5.1.

0 1 wo w

FIGURE 5.1 — Allure du graphe de p(R,,) en fonction de w.
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Théoréme 5.1.14. Supposons que A soit symétrique définie positive et tridiagonale.
Alors les méthodes de Jacobi, de Gauss-Seidel, et de relaxation pour w € 10,2,
convergent. Il existe de plus un paramétre optimal pour la relaxation :

2
14 /1= p(J)?

wo =

qui est tel que :

p(Ruy) = wg}]fz[p(Rw) =wo — 1< p(R1) = p(J)% < p(J).

Démonstration. Soit A une valeur propre de J = D™1(E + F), et soit v € R" \ {0} un
vecteur propre associé. Alors :

Jv=X = (E+F)=A\Dv
= Av=(1-X)Dv
ou l'on rappelle A =D — (E + F). Ainsi :
vl Av = (1 — M\)v! Du.

Or, A est symétrique définie positive, donc il en va de méme pour D, et on a ainsi v! Av €
R} et v Dv € R} car v # 0. On en déduit A € R. Ainsi toutes les valeurs propres de J
sont réelles. Comme A est tridiagonale, on peut appliquer le théoréme précédent. |

5.2 Meéthodes de gradient

On suppose dans cette section que A € M, (R) est symétrique définie positive. On
pose :

J:R" =R

1
y = 5(Ay,y) = (by).
5.2.1 1Idée générale

Lemme 5.2.1. Pour tous (y,2) € (R")? et t € R :
/2
J(y+tz) =J(y) +t(Ay — b, 2) + i(Az,z).

Démonstration. Soient (y,z) € (R™)? et t € R. Alors :

Ty +t2) = %(A(y—l—tz),y Ft2) = (by + t2)

2
= S (Au0) + 5 (Ay,2) + (A2,p)) + (A2 2) — (b,y) (0, 2)

et on obtient le résultat en utilisant la symétrie de A. |



CHAPITRE 5. METHODES ITERATIVES 84

| Lemme 5.2.2. Soit y € R™. Alors V.J(y) = Ay — b.

Démonstration. Soient d € R" et h € R. Alors, en utilisant le Lemme 5.2.1 :

J(y + hd) = J(y) + h(Ay — b, d) + h;(Ad, d),

et ainsi : 1 hd) — J(y)
. Y+ —JY
1 = (Ay —b,d
lim N (Ay — b, d),
d’otut le résultat puisque d est quelconque. |

Proposition 5.2.3. Supposons A symétrique positive. Alors x € R™ est solution du
systéme Az = b si et seulement si x est un minimiseur de J.

Démonstration. Toute solution est un minimiseur. Soit x € R" tel que Ax = b.
Soit y € R™. On pose d := y — x. Alors :

J(y) =J(x+d)

1
= J(z) + (Az — b,d) + - (Ad, d)
Hfo—/ 2

> J(x)

donc z est un minimiseur de J.

Tout minimiseur est une solution. Réciproquement, soit z € R™ minimisant J.
Soit y € R™. On définit

j: R —- R

t = J(z+ty)

dérivable avec :
VteR, j(t)=(VJ(x+ty),y).

Pour tout ¢ € R, on peut écrire :
i) = J(z +ty) = J(x) = j(0)

car z minimise J. En considérant ¢t > 0 dans cette inégalité, on obtient :

Vi€ RY, J(t) ;J(O) >0

9

d’our :
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De méme, avec t < 0, on obtient :

201 — 1 20— 30
70 =i T <0

D’ou 0 = 5/(0) = (VJ(z),y). Comme y est quelconque, on en déduit VJ(z) = 0 et on
conclut avec le lemme précédent. |

Dans le cas ou A est symétrique définie positive, il est donc équivalent de résoudre le
systéme Ax = b et de minimiser la fonctionnelle J. On souhaite maintenant construire une
suite () ey telle que :

Ve eN, J(®) < J@=®).

Pour chaque k € N, on va définir une direction de descente d¥) € R™ ainsi qu'un pas
a®) € R afin de pouvoir définir :

kN, 2t — g8 4 g0,
Avec ce choix, la condition J(z**+D) < J(z(*)) devient :

(k))2
VkeN, —a®(vJ@®),d?) > (0‘2)(Ad<’f>, d®)y.

Comme A est symétrique définie positive, le membre de droite est strictement positif. Une
condition nécessaire sur a®) et d*) pour que (x(k)) 1 Soit une suite minimisante est donc :

vk eN, o®(vJ®),d®) <o.

Un choix plutét naturel est alors de considérer d®) = —V.J(z®) et o) > 0. Cest I'idée
des méthodes de gradient qui consistent, a partir d’un (0 € R donné, a construire les
itérés :

vk eN, gkt = (k) 4 ok)p(k)
ot r#) = —VJ(z®)) = b — Az(¥) désigne le résidu a étape k.

5.2.2 Meéthode de gradient a pas fixe
Comme son nom l'indique, la méthode de gradient a pas fixe consiste a choisir :
VkeN, o =q
ol @ > 0 est donné. On obtient ainsi :

vk € N, D) = g®B) 4 (k)
=2 4+ (b — Az™)
= (I — ad)z® + ab.



CHAPITRE 5. METHODES ITERATIVES 86

Théoréme 5.2.4. La méthode de gradient & pas fixe converge si et seulement si

2
O<a< —r.
p(A)
Le parameétre optimal est donné par apy = ﬁ pour lequel p(I — aA) = i::—ii

Démonstration. En posant B := I — «A, on reconnait une méthode itérative telle que
définie dans la section précédente. Cette méthode converge si et seulement si p(B) < 1.
Or, on peut montrer que p € R est valeur propre de B si et seulement si 4 = 1 — a) ou
A > 0 est valeur propre de A. On obtient donc la condition :

2 2
VA e Sp(A),[1—a) <1 <= YVAeSp(4),0<a< - <= 0<a< —-.

Le paramétre optimal est celui qui permet de minimiser p(B). Notons
O< M <...< )\,
les valeurs propres de A. Les valeurs propres de B sont données par :
Vie[l,n], wp=1-—a\.
Ainsi :

p(B) igﬁggﬂlml i?ﬁ?ﬁ]' a|

De l'ordre des valeurs propres de A, on obtient :
Vie [L,n], |1—ak| <max(|l—a],|1—a),]),
d’ou :
p(B) = max(|1 — a\i],|1 — al,]).

On en déduit notamment allure du graphe de p(B) en fonction de « (voir Figure 5.2). Le
paramétre optimal est le minimum de cette fonction, donné par :

2

1-— O[Opt>\1 == O[Opt)\n —1 <~ Qopt = m
n

La valeur de p(B) pour ce paramétre optimal s’en déduit.

Remarque 5.2.5. La méthode de gradient & pas fixe « optimale » donne une vitesse

de convergence en p(B) = ﬁz;ﬁi Or, A est symétrique, donc conda(A) = i—’; et ainsi

p(B) = %, qui sera d’autant plus proche de 1 que le conditionnement de A
est grand.
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0

FIGURE 5.2 — Allure du graphe de p(B) en fonction de .

5.2.3 Meéthode de gradient a pas optimal

Reprenons une suite de pas (a(k)) keN hon constante. Rappelons

2D Z 50 4 (k).

d’ou :
J(z*D) = J(z®)) — o®|r®)2 + M(Ar(k) (R,
2 ?
Comme on cherche & minimiser J, I'idée consiste a choisir a® tel que J(z*+1) soit le
plus petit possible. On recherche donc le minimum de la fonction

2
o J(z®) - alr®)? 4+ %(Ar(k), )y,

Il s’agit d’une simple fonction polynomiale en «, dont on détermine facilement le minimum :
ok I *]2
(Ar(k)’ r(k)) '

Remarque 5.2.6. La matrice A étant définie positive, on a (Ar*), +(*)) > 0 donc,
en particulier, le dénominateur dans la définition de a*) ne s’annule pas.

A priori, la méthode recquiert ainsi le calcul de deux produits matrice-vecteur a chaque
étape : Az®) pour calculer le nouveau résidu, et Ar*) pour calculer le nouveau pas. On
peut cependant reformuler :

FHD) g g (kD)
=b— A(z® + oF)rk)
= (B _ (k) 4 (F)

De cette maniére, il n’y a plus quun seul produit matrice-vecteur : Ar(*). On obtient
I’Algorithme 5.2.7.



CHAPITRE 5. METHODES ITERATIVES 88

Algorithme 5.2.7 : Méthode de gradient & pas optimal
2 € R donné
r0 .= p— Azx©

pour k€ N
y®) = Ark)
(k)2
NG el H
(y®), rik

S+ (k) <> (k)

P61 g (B) (k) (8)

Proposition 5.2.8. Deux résidus successifs obtenus par la méthode de gradient a
pas optimal sont orthogonaux :

VkeN, (r*+D (k) =

Démonstration. Le calcul est immédiat en utilisant »* 1) = (k) — (k) Ar() ot 1a défi-
nition des a(®). |

Théoréme 5.2.9. La méthode de gradient & pas optimal converge et on a :

condy(A) — 1\*
VkeN, |[z® — x| < /condy(A) <cond§§A;+1> 2@ — 2.

Démonstration. Soit £ € N. Commencons par :

Hx(k—l—l) - l,H2 (A(QZ (k+1) J,‘),SL‘UH_I) o 1‘)
(A( (k+1) ),LL‘(k—H) o l’(k) + :L'(k) _ LL‘)
= (A@#HD — 2, 204D 3 ¥) 4 (A — 1), — )
Or, 2+ — (k) = oB)p(B) et A(zHD — ) = AzE+D —p = —pB+D  Pon -
(A(zFHD) — z), 2D — 2By = B (k1) (k) — ¢,

On obtient ainsi :

lz® Y — 2% = (A*Y - 2),2® —2)
= (A(z®) + o®)r®) _ gy ) _ g)
= (A@z® —2),2® — ) + a® (Ar®) 20 _g),

Or, (Ar®) 20 — gy = (r®) A(z(®) —2)) car A est symétrique. Comme A(z*) —z) = —r(F),

on en déduit :
2®HD) — 2% = [l2®) — 2% — a®)|r®))2,
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Intéressons-nous maintenant a :

Ainsi :

2+ — 2|3 = [Ir®)Z - — o r®))2
[l
I ®|1%

_ ||r(k)||?4—1 1— ||;“(k)||4 : .
(a5 Lt [

On utilise alors 'inégalité de Kantorovitch :

= 9 -

1 ()\1 + )\n)2

1 4
a1

vy € R™, lylAlylE- <

ou A1 et A, désignent la plus petite et la plus grande valeur propre de A. En 'appliquant
4 notre cas, on obtient :

O‘n — )‘1)2

z®+D) — 2| < IS WE lz® — z|%.

Ainsi :

VEeN, |z® -z < A=A\t |2 — 2| 4.
’ T\ A,

Le résultat s’ensuit alors en utilisant :

Yy eR", VAlyll < llylla < vAallyl
et en utilisant I'expression du conditionnement en norme 2. |

Considérons un exemple simple :

_ (& O _
am (@ 0), mo

avec (a1,az) € (R*)? tel que a; # ap. La solution du systéme Az = b est évidemment
x = (0,0). Pour un 2z € R? donné, on peut expliciter la suite construite par la méthode
de gradient a pas optimal :

(k41) _ a3(as — ar)at (28")? (k41) _ a3(a1 — a)(at”)%a”
REN, = W, g U T2 T ®
aj(zy”)? +a3(xy)? aj(xy”)? + aj(zy )2




CHAPITRE 5. METHODES ITERATIVES 90

Autrement dit, si on choisit la donnée initiale z(9) telle que $§0) #0 et mgo) # 0, alors :
Vk € N, acgk) #0 et :ng) # 0,

ce qui signifie que la méthode ne convergera jamais en un nombre fini d’itérations. Il s’agit
pourtant d’un exemple simple, et on se dit qu’il devrait étre possible de trouver mieux.
Comme le nom de la méthode l'indique, le pas est déja optimal, mais il n’en est pas
forcément de méme pour la direction de descente. Reprenons (1) le premier itéré construit
par la méthode de gradient a pas optimal :

I

B s N
(Ar©®, ()

2 — 40 |

On souhaite construire
2@ = (1) 4 Mg,

La solution du systéme étant l’origine du plan, il semble naturel de penser que, dans ce cas,
la direction optimale dV) n’est autre que —z(!) : de cette fagon, il existera un a¥) tel que
() = 0. Ce cas particulier nous permet de mettre en lumiére une condition intéressante
puisque, avec ces définitions, on a :

(AdM d©)y = o,

ot on a noté d© := () la premiere direction de descente.

5.2.4 Meéthode du gradient conjugué

En revenant a la définition de la méthode de gradient a pas optimal (Algorithme 5.2.7),
on peut montrer par récurrence que :

vk e N*, z® — 20 e vect{r@, ... kD

L’idée de la méthode du gradient conjugué consiste a conserver cette propriété, tout en
considérant d’autres directions de descente. A chaque étape k € N, on recherche donc

k

24D = 50 4 57 a0, 0)

J=0

avec (a§-k))j€[[o7k]] € R¥! minimisant J(z(**1). Si, avec la méthode de gradient a pas
optimal, deux résidus successifs étaient orthogonaux, cette nouvelle approche permet d’aller

plus loin.

Proposition 5.2.10. Les résidus obtenus par la méthode du gradient conjugué sont
deux & deux orthogonaux :

Vk e N,Vi e [0,k], (r*+D »@)=o.
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Démonstration. On note

k
g: (0, ... ap) — J | 2+ Zozjr(j)
=0
Soit a == (ao, . .., ax) minimisant g. Alors Vg(a) = 0. Ainsi :
: 99 (+1)y ()
Vi € [0, k], O:é)aA(a):(VJ(x ), ).
Or VJ (D) = —¢(:+1D ce qui permet de conclure. [ |

Une itération consiste a déterminer un pas ¥*) ainsi qu’une direction de descente d(*)

afin d’écrire :
kD) — (k) 4 fy(k)d(k).

Cherchons & mieux comprendre d(*). Pour cela, on peut décomposer z*) de la méme facon
que zF+1)

k—1
z®) = 20 4 Zag.k*l)rm
=0
Ainsi :
k—1
'y(k)d(k) N L () R a,(fk)r(k) + ( 5"3) _ agk_l))r(]),
=0

et on en déduit :
d®) e vect{r©®, ... r®},

Remarque 5.2.11. Quitte & multiplier d*) par une constante, on pourra parfois

considérer
d® e r®) 4 vect{r©, . . kDY,
On notera que ceci n’a de sens que si a,(f) # 0. Cependant, si océk) = 0, cela signifie

que %) n’a aucune contribution dans la nouvelle direction de descente ou seuls les
précédents résidus auront été utilisés : autrement dit, on aurait pu trouver « mieux »
pour z¥)_ ce qui n’est pas possible par définition.

Proposition 5.2.12. Les directions de descente sont deux a deux A-conjuguées :

Vk e N*,Vj € [0,k —1], (Ad®,dW))=o.

Démonstration. On écrit
kD) — (k) | 'y(k)d(k).

Ainsi :

P+ gy AR ) (R) 4R,
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Soit ¢ € [0,k — 1]. Comme les résidus sont deux a deux orthogonaux et ¢ # k+ 1, on a en
particulier (r*1) () =0, d’on :
0= (r* D 30y = (7B) @) — 4R (4g®) (),
Or, i # k donc (r®) 7)) = 0 et on a ainsi montré :
Vie[0,k—1], (A4d®, @) =o.

Soit j € [0,k — 1]. On trouve (B, ...,B;) € RIT! tel que :

J
¥ =3 g,
i=0
Ainsi :
(Ad®) qV)y = Zﬁi(Ad(k)ﬂ”(i))-

Par ce qui précéde, on obtient le résultat. |

Proposition 5.2.13. Pour k& € N, on note :
Ry = VeCt{’l“(O), .. ,r(k)},

Dy, == vect{d®, ... d®)},
Ky, = vect{r®, Ar©@ . AkO)

Si d© = O alors Ry, = Dy = K.
Démonstration. On procéde par récurrence. Le cas k = 0 est évident. Soit donc k € N
tel que Ry = Dy = K. On a déja vu que 'on pouvait écrire :

k
d+D) = ) 15 0000,
j=0

ce qui montre d*t1) ¢ Ry et donc Diy1 C Riy1. De cette égalité, on tire également :
k
D) — g(k+1) ZajT(J) € Dy,
=0

—_——
ERp=Dy

d’olt Riy1 C Dk et ainsi Rgyq = Dgy1. Par ailleurs :

g+ = 28 L B k) - avec ) £ 0.
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Ainsi :
D) — (k) _ fy(k’)Ad(k)_

Comme d®) € Dy, = K}, par hypothése de récurrence, on peut écrire :
k k
d® =" 8,470 don AdW) =) " g; A7),
§=0 §=0

On en déduit Ad®*) e Ky1. Comme r®) € R = Kj, on a ainsi r*¢t1) ¢ K1, ce qui
montre Ryy1 C Ky 1. Isolons le terme AF+17(0) .

k
Ad®) = ZBj—lAjT(O) + Bp AR O),

j=1
d’ou : i
’Y(k) Z 5j—1z4j7“(0) + ,y(k)ﬁkAk’Jrlr(O) — ,y(k)Ad(k) — (k) _ (k1)
j=1
et ainsi : .
’y(k)ﬁkAk+1T(0) — p(B) _ (k1) —V(k) Z Bj_lAjr(O) € Rii1,
GRk+1 j=1
eKp=Ry
ce qui permet de conclure. |

Nous allons maintenant exploiter ce qui a été obtenu afin d’écrire I'algorithme du gra-
dient conjugué. Soit z(9) € R donné. On peut alors calculer r(©) := b — A2 et on définit
d©® = 7 Supposons que, pour k € N, on dispose des (z(,...,z®) (O r®) et
(d©®,...,d®). On cherche a en déduire z*+1) r*+1) ot ¢+ On écrit pour cela :

2D ) () gk)

avec v(*) a définir de sorte a minimiser J(z**1). On écrit alors

()2
J(z* D) = J(@®)) — 4F) (k) qk)y 4 T(Ad(k)’d(k))'

On se retrouve a minimiser une fonction quadratique en -, ce qui donne :

® (f,o(k)’ d(k))

7T (Ad® k)

On peut aller plus loin en rappelant :

d® e r®) 4 vect{r©, . . rk-D},
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ce qui permet d’écrire :

k—1
d®) = (k) Z 5],7“(3‘)'
=0

Ainsi : o
(9, d) = [ O] + 38, 00, ),
Jj=0 =0
d’ou : ) 12
r
8 [

(Ad®) dk))’

On peut ainsi directement calculer
kD) — (k) | 'y(k)d(k).
On en déduit :
pED —p — Apk+D) — (k) 'y(k)Ad(k).

On pose maintenant :
k

qUetD) (k1) Zajd(j)-
=0

On va déterminer les a; en imposant :
Vie[0,k], (d*+Y, AdD) =o.

Soit i € [0, k]. Alors :

k
0= (d*1), 4d)) = ("), AdD) + " a; (aV), AdD) = (r*D| AdD) + a;(dD, AdD).
— N———
7=0 =0 si ji
On en déduit : (B41) @
A 1
vie[0.5], o= -l AdY)

(dD, AdD)

On va montrer que la plupart de ces coefficients sont en réalité nuls. Soit i € [0,k — 1].
Comme d € D; = K;, on en déduit AdW) e Ki+1 = R;y1, donc on peut écrire :

' i+1 '
AdW =" 5;r0).
j=0

Ainsi :
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Algorithme 5.2.14 : Méthode du gradient conjugué

2 € R" donné
70 = b — Az
d©) .— (0)
pour k € N
2(B) .— Aq(F)
pr = (2, d®)
(k)2
r
) = [I*]]
Pr
pRAD) = p(B) o (R) 5 ()
(k+1) (k)
oy = _T20)
Pk
dE+D) = p(k+1) 4 o ()

car les résidus sont deux & deux orthogonaux. Autrement dit, o; = 0, et il reste :
(k1) Aq(R)
(k+1) _ . (k+1) (k) _
d T + apd avec Qi —(d(k), A4

On a ainsi obtenu I’Algorithme 5.2.14.
Le lemme suivant établit une propriété intéressante des directions de descente : en un

nombre suffisant, elles forment une base de ’espace.

Lemme 5.2.15. La famille {d(©),... d™ 1} forme une base de R™.

S an—1) € R™ tel que :

n—1
3 aud® = 0,
=0

Démonstration. Soit (ap, ..

Soit j € [0,n — 1]. Alors :

n—1 n—1
0= <Z a;dD, Ad(])) — Z o (d9, AdD)y = ocj(d(f), AdW)).
=0 N

Or, A est définie positive donc (d(j), AdD) >0, d’on a; = 0. La famille {d(o), . ,d(”*l)}
est donc libre dans R™ et est composée de n vecteurs : il s’agit donc d’une base. |
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Théoréme 5.2.16. L’algorithme du gradient conjugué converge en au plus n itéra-
tions.

Démonstration. Comme les résidus sont deux & deux orthogonaux, en particulier :
Vie[0,n—1], (™, rD)=o0.

Ainsi 7(") est orthogonal & R,,_1 = D,,_; = R” par le lemme qui précéde, donc 7™ = 0. W

Proposition 5.2.17. Soit N € N*. Effectuer N itérations du gradient conjugué
nécessite O(2(N + 1)n?) flops.

Démonstration. Un produit matrice-vecteur nécessite 2n?> — n opérations, et le calcul
d’un produit scalaire (donc également celui du carré d’une norme) en nécessite 2n — 1.

L’initialisation recquiert ainsi 2n? — n opérations pour le calcul de Az, puis n opé-
rations pour la soustraction des deux vecteurs, soit un total de 2n? opérations.

A chaque itération, on a besoin de 2n% + 11n — 1 opérations.

On obtient alors :

2n% 4+ (2n? + 11n — 1)N = 2(N + 1)n? + 11Nn — N
opérations élémentaires. |

La méthode du gradient conjugué converge en un nombre fini d’itérations, c’est la raison
pour laquelle elle est parfois considérée comme une méthode directe de résolution d’un
systéme linéaire. Il s’agit cependant d’un résultat théorique : numériquement, les erreurs
d’arrondis peuvent faire en sorte que la convergence ne soit pas atteinte en n itérations. Par
ailleurs, en comptant le nombre d’opérations élémentaires qu’elle nécessite, on remarque
qu’elle n’est pas si avantageuse que cela : avec n itérations, on atteint O(2n?) flops, ce qui
est supérieur & la méthode du pivot de Gauss! Ce calcul est fait en supposant que tous les
coefficients de la matrice sont utilisés : si la matrice est creuse, les produits matrice-vecteur
seront beaucoup plus rapides, ce qui devrait redonner ’avantage a la méthode du gradient
conjugué.

On s’intéresse maintenant a la vitesse de convergence de la méthode. Pour cela, on
introduit ’ensemble :

VkeN, Gi:= {PERk[X]; P(O):l}.

Lemme 5.2.18. Si Ax = b, alors :

1 1
vy €R™,J(y) = Sz —ylh - el
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Démonstration. Soit y € R". Comme b = Az, on peut écrire :

T) = 5(Ay.y) — ()
= L (Ay,y) — (Ary)

1 1
= §(Ay — Az,y) — §(Ax,y)

1 1 1 1
= 5(Ay — Az,y) — 5 (Az,y) +5(Az,2) - 5(Az, 2)
——
=(Ay,z)
= (Ay — Av,y) — 3 (Ay — Av,2) — 5(Az, )
- 2 Yy x,y 2 Yy Z,T 2 x,T),

d’ou le résultat.

97

Lemme 5.2.19. Soit k£ € N. Alors le k-éme itéré de la méthode du gradient conjugué

vérifie :
o = a®)la = min [Q(A)(w ~ )|
Démonstration. Partant de

2™ 2O € Ry = Ky,

on écrit :

2®) — 20 = p 1 (4) )

avec Pi_1 € Ry_1[X] vérifiant :

J(2© + P (A)r®) = Peﬂgpin[X} J(z© + P(A)r).
k—1

Du lemme précédent, on déduit que ce probléme de minimisation est équivalent a :

|z — 2@ - P_1(A)r@) 4 = min |z — 2@ — P(A)r] 4.
PeRy_1[X]

Or, pour tout P € R;_1[X] :
z— 20— PA)r©® =z — 20 — pA) (b — Az(©)
=z — 20 — P(A)(Az — Az")
= (I = P(A)A)(z — 2)
= Q(4)(z — 2)

avec Q :=1— PX € Gy,
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Lemme 5.2.20. Soient 0 < a < b. Soit k£ € N. Alors :

1
min max|Q(t)] = ———,
QeGy t€a,b] T (L—f—b)

b—a
ou T} est le k-éme polyndéme de Tchebychev. En particulier :

Vb—ya\'
va+vb)

min max |Q(t)| < 2 (

QeGy t€a,b)

Démonstration. Majoration du minimum. On commence par introduire ¢: t —
atb=2t i définit notamment une bijection entre [a,b] et [—1,1]. On définit alors le poly-

b—a
_ Ti(e(X))

()= 60

On vérifie aisément que ¢ € G. Ainsi :

min ma t)| < ma t)|.
Juin te[a,}é@( )| < te[ayxb}lqk( )l

Or:
Vu € [-1,1], Ty(u) = cos(karccosu).

Ainsi :
vt € [a,b], [Tp(o(t))] <1,

légalité étant atteinte en (par exemple) t = b. On a donc obtenu :

1 ) < ) = ——.
guin max|Q)] < mexlac®l = Fmn)

Majoration explicite. On considére ¢ = %. Comme 0 < a < b, alors t > 1 et ainsi :

Ty (t) = cosh(k arccosh t).

On peut montrer :
Th(t) = % <<t+ Vi - 1>k +(t- Ve 1>k> .

Or, t —+t2—1>0 donc
k
To(t) > - (t+vez=1)".

O |
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On calcule alors :

2
RV :ZirZJr (a+2) -1

(b —a)?
_a—l—b+ 4ab
T b-a (b—a)?
a+ b+ 2vab

b—a
_ (va+vb)?
(Vb —va) (Vb + Va)
_ Va+ Vb
Vb va

d’ott le résultat (en particulier, Tx(¢(0)) > 0).

Egalité. Soit Q € G, tel que

Nl < £)].
trél[gfbi]lQ( )| < trél[gfg]lqzc( )|

On pose Q = g, — Q. Pour tout m € [0, k], on note

Uy = COS (%)

les points tels que Ty (uy,) = (—1)™. En notant t,, == ¢~ (), on a alors :

_ =
Qk(tm) - m
Par ailleurs : 1
(QUtm)| < max lge(t)] = 75
Ainsi :
Gy <
Tr(0(0)) = “V™ = Ti(6(0))’
donc :
Cym-t L
Ti.(6(0)) < Qltm) < Ti((0)) -

En particulier, si m est pair, alors Q(t,,) > 0 et, si m est impair, Q(t,;,) < 0. Comme Q
est un polynéme, en particulier, Q est continu. Par le théoréme des valeurs intermédiaires,
pour tout m € [0,k — 1], on trouve donc a, € [tm, tm1] tel que Q(ay,) = 0. On a ainsi
déterminé k racines distinctes de Q dans [a,b]. Ou presque. Les ay, étant dans les sous-
intervalles fermés, il est toujours possible qu’ils soient égaux a 'un des t,,. Si tel est le cas,
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alors il est possible que deux sous-intervalles consécutifs ne contiennent finalement qu’un
seul a;,. Cependant, si 'un des t,, est racine de @), cela signifie :

gk (tn)| = |Q(t)] = Tk(;w))

Donc ¢, est un extremum de g et de Q : ainsi Q’ (tm) = 0, donc t,, est une racine double.
Au final, on obtient donc bien au moins k racines.
Par ailleurs, g € G, et Q € Gy, donc :

Q0) = p(0) = Q(0) =1—1=0,

Comme 0 ¢ [a, b], on obtient donc k + 1 racines distinctes de Q. Or, Q est de degré au plus
k, donc @Q = 0 et ainsi @ = qy. |

Théoréme 5.2.21. La méthode du gradient conjugué converge et on a :

k
d(4) - 1
VEEN, [lz—2®|| < 21/condy(A) [ V.condal ) |z — 2.
/conda(A) + 1

Démonstration. On note les valeurs propres de A :
O<)\1§§)\n

Soit {uq,...,u,} une base orthonormée de vecteurs propres associés aux valeurs propres
de A. On peut alors décomposer selon cette base :

n
xr — .T(O) = E U5
=1

On a alors directement :

|z — 2% = (A(z — 29), 2 — 2©)) = (Z AU, Z ozz-ui) = Zag)\i.

i=1 i=1
Soit k € N. Soit Q € Gg. Alors :

Q( 33 - fL‘ ZazQ uu
d’our :

1Q(A) (w — =) = Z aZAiQ(A

n

< 2\ A)?
2. e QO

_ _ L2
Q)P — =0
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On en déduit :
1Q(A) ( — 2 D)[l4 < max |QN)|z — 2@ a.
)\E[)\h)\n}

On applique le Lemme 5.2.19 :

— 2™, = min [|Q(A)(z — 2|4 < mi Mz — 2O 4.
|z =24 = min |Q(A)(@ = )lla < min max [Q)]llz - 2|4

Le Lemme 5.2.20 donne alors :

k
da(A) —1
Hx—fv(k)HAﬂ( condl ) o — 2O,

eonda(A) + 1

d’ott 'on déduit le résultat en utilisant les inégalités entre les normes || - || et || - || 4. [ |

5.2.5 Gradient conjugué préconditionné

La vitesse de convergence de la méthode du gradient conjugué dépend du condition-
nement de la matrice. Si celui-ci est trop grand, le taux sera proche de 1 et la méthode
convergera plus lentement. On cherche & améliorer cela. Dans ce but, une piste est de
transformer le systéme initial, un peu comme on le faisait pour les méthodes directes :
on sait trés bien résoudre des systémes triangulaires, donc on transforme le systéme pour
obtenir un systéme triangulaire. Ici, I'idée est donc de se donner une matrice inversible
C € M,(R) et de résoudre le systéme

C'Az =C™ ',

qui est bien équivalent au systéme initial Az = b. Si le conditionnement de C 1A est
meilleur que celui de A, la méthode convergera alors plus rapidement, et ce vers la solution
recherchée.

Les résultats obtenus ne sont cependant valables que dans le cas ol la matrice du
systéme est symétrique définie positive. En général, rien ne garantit que C 1A Dest :

(CtA)T = AT T = AC~T.
Méme si on considére C' symétrique, alors C~7 = C !, mais on n’aura toujours pas 1’égalité
tant que A et C~! ne commutent pas, donc la symétrie n’est pas conservée. Si on considére
C symétrique définie positive, cependant, on peut remarquer que la matrice
C—l/QAcf—l/Q
est encore symétrique définie positive. On va donc s’intéresser au systéme

C_l/QAC_l/ch/QZU _ C—l/Qb

dont on vérifie aisément qu’il est toujours équivalent au systéme initial. On va donc ap-
pliquer la méthode du gradient conjugué au systéme défini par A == C~1/24071/2 et b =
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Algorithme 5.2.22 : Méthode du gradient conjugué préconditionné, premiére
version
y© € R" donné
70 = — Ay(o)
d0) .— 70
pour k € N
z(k) .= Ad(k)
P = (g(k)jj(k))

~ Fk) 12
) = 7]

Pk B
yED) = (k) 4 5(k)q(k)
Flkt1) .= (k) _ 5(k) z(k)

F(k+1) 5(k)
gy i (D20

N Pk N
d(k:+1) — f(kJrl) + dkd(k)

C~1/2p, avec pour inconnue Y = CY/2%. On peut facilement réécrire I’Algorithme 5.2.14
pour résoudre ce nouveau systéme. On construira alors une suite (y(k)) L, en notant ) les
résidus correspondants et d®) les directions de descente. On obtient I’Algorithme 5.2.22.

Une fois la convergence atteinte, on peut retrouver = C~/2y. Il semblerait cependant
un peu plus satisfaisant de construire directement la suite (w(k))k. A chaque étape k, on
peut simplement calculer :

(k+1)

Au cours d’une itération, on calcule y . A partir de la relation précédente, on peut

obtenir z(*k+1)

2k+1) 071/2y(k+1)

— o2y k) 4 58 gUR)y
= 20 4 5 o172k,

Un choix plutot naturel si I'on souhaite construire directement la suite des z(¥) serait alors

de considérer
dF) — o=1/2 k)

On peut également exprimer le résidu en y en fonction du résidu en z :
k) — fly(k)
— C_l/2b _ 0_1/2A0_1/201/21'(k)

=C7V2(b— Az®))
=12k,
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En particulier :

4O — o-1/240) — o-1/250) — o—1,.(0).

Voyons comment les autres variables se comportent. Pour commencer :
sk) — AR
— 071/2A071/201/2d(l€)
=0 1244W.
Ainsi :
Pr = (C*l/QAd(k)7 01/2d(k)) — (Ad(k), d(k))

car C/2 est symétrique. On peut par ailleurs calculer :
|70 = (¢~ 2R o=12p 0y = (¢ =1 (R) (k)

On obtient alors :
(OB (k)

 (Ad®), d®R)) T

Avec tout cela, on peut donc calculer directement :c(k+1~) sans passer par y*t1 A ce stade,
on a cependant toujours besoin de #¥) et surtout de d*). Voyons déja comment mettre a
jour le résidu :

P+ — o1/25(k+1)
_ 12 (5(R) _ 58 560y
— V(2 5 o172 4 (k)
_ (0 _ 5(0) gk

On peut également exprimer &; directement en fonction de ce résidu :

(C—Lr(k+1) | Aqk))
(Ad®), (k)

Qp — —

Pour finir, mettons a jour directement la nouvelle direction de descente :
JE+D) — =172 j(k)
_ 2D | g, i)
— OV 120D |, 0120
= C7 1) 4 gyd®).
On a alors tout ce qu’il nous faut pour nous débarrasser de la variable y, ce qui est fait

dans I’Algorithme 5.2.23. Au-dela de 'aspect esthétique de ne plus passer par la variable
1, on remarque surtout que cette approche permet de ne plus avoir & calculer la racine de

C.



CHAPITRE 5. METHODES ITERATIVES 104

Algorithme 5.2.23 : Méthode du gradient conjugué préconditionné
2 € R donné
r) = p— Az
Résoudre le systéeme Cy(©) = 7(0)
d = 4
pour k € N
2() = Ad®)
i = (Z(k)jd(k))
L )

Pk
2D = () 4 o (R) gl)

Résoudre le systeme Cyk+1) = p(k+1)
(y 1) 2 (k)

A = —

Dk
dtk+1) — y(k+1) + Oékd(k)

Le choix d’un préconditionneur est déja un probléme difficile en soi. Il est guidé par
différentes contraintes, notamment C' doit étre symétrique définie positive et telle que

condy (C™Y2AC7Y2) « condy(A)

pour que l'ajout de complexité soit justifié. L’Algorithme 5.2.23 indique qu’il va falloir
résoudre un systéme défini par la matrice C' & chaque itération : il faut donc également
que C soit « facile & inverser ». C’est par exemple le cas si C' est une matrice diagonale,
ou si on en connait une décomposition particuliére. Dans ce dernier cas, on peut d’ailleurs
simplifier légérement 1’estimation du conditionnement.

Proposition 5.2.24. Soit C' € M, (R) symétrique définie positive. Soit T' € M,,(R)
inversible telle que C = TT7T. Alors

condy(C~Y2ACV?) = condy (T ATT).
Démonstration. Commengons par introduire 7" :
071/214071/2 — C*l/2TT71AT7TTT071/2‘
Soit P := C~Y/2T. Alors :
P*l — T7101/2 — T*lCC*l/Z — T*l(TTT)Cfl/Q — TTC*l/Q.

On obtient ainsi :

C12A0712 = prtaT TPt
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Donc C~Y2AC~1/2 et T AT~ sont semblables. Elles ont donc les mémes valeurs propres,
et donc le méme conditionnement en norme 2. |

Remarque 5.2.25. Comme C est supposée symétrique définie positive, la matrice T’
existe nécessairement : la décomposition de Cholesky peut par exemple étre appliquée.

Avec une telle décomposition, on peut ainsi obtenir une estimation du conditionnement
de la matrice qui nous intéresse, sous certaines conditions. Avant de 1’énoncer, rappelons
la définition du coefficient de Rayleigh :

R(M,z) = (](‘i ""’xf)

I

pour une certaine matrice symétrique M et un vecteur non nul x. Ce coefficient fait 'objet
d’un certain nombre de résultats. Citons donc seulement ceux qui vont nous intéresser :

sup R(M,x) = Apax(M), inf R(M,z) = Apin (M),
x#0 x#£0

ol Amax(M) (respectivement Apin(M)) désigne la plus grande (respectivement la plus
petite) valeur propre de M.

Proposition 5.2.26. Soit C' € M, (R) symétrique définie positive. Soit T' € M, (R)
inversible telle que C = TTT. Soient a > 0 et > 0 des constantes telles que :

(Ax, )
R < <8,
Ve e R"\ {0}, a< (Caz) = B
Alors :
condy(T7TATT) <

SRS

Démonstration. Soit x # 0. D’une part :
(Ca,2) = (TT"z,2) = (TT2,T"z) = (y, ),
ou l'on a posé y := TTz. D’autre part :
(Az,z) = (TT AT TT 2, 2)
= (T'ATT1T 2, T 2)
= (T AT My, y).
Ainsi :
(Az,z) (T TAT Ty, y)

(Cx,x) (v, y)
De I’hypothése, on tire donc :

= R(T AT T y).

a < R(TATT ) < B.
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Ainsi :
Amax (T AT™T) = sup R(TTAT T, y) < B,
y70
et :
Amin(TTATT) = inf R(T'ATT y) > o
On conclut alors :
Amax (T71AT-T)

condo(T AT T) = o (T—TATT)

<

i
=

Remarque 5.2.27. Les matrices A et C' étant symétriques définies positives, elles
définissent une norme sur R™. Toutes les normes étant équivalentes, ’existence des
constantes « et 8 est immédiate.

Plus les normes définies par les matrices A et C' sont proches, plus le préconditionne-
ment sera efficace. On pouvait s’y attendre : plus C est « proche » de A, plus C~' A sera
proche de l'identité, qui définit un systéme somme toute plutdt facile & inverser.

Un préconditionneur assez facile a tester est tout simplement la diagonale de A : comme
A est symétrique définie positive, sa diagonale également. Ce préconditionneur est souvent
référencé sous le nom de préconditionneur de Jacobi, en référence a la méthode itérative
du méme nom (si on se souvient de la définition de la méthode, le lien est évident!).

Nous allons nous intéresser a un autre préconditionneur : SSOR (pour « Symmetric
Successive Over-Relaxation »). Reprenons la décomposition A = D — E — F (diagonale,
partie triangulaire inférieure stricte et partie triangulaire supérieure stricte) et définissons :

. 1 —w -1 —w
C = 7w(2_w)(p E)D™ YD — wF),

avec w € ]0,2[. Comme A est symétrique, on peut déja remarquer FF = ET. Ainsi, en

posant
1

T=———(D-wE)D Y2
Vwy?2 — w( )
on obtient C' = TTT. Ce préconditionneur a donc la structure nécessaire a ’application des
résultats précédents. De plus, T' étant triangulaire inférieure, le systéme Cz = d a résoudre
dans la méthode du gradient conjugué préconditionné pourra étre facilement résolu par
remontée /descente.

Proposition 5.2.28. Le préconditionneur SSOR C vérifie :

Ve e R\ {0}, 0 <1,
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Si de plus il existe des constantes > 0 et § > 0 telles que :
D ,ED 'ETz) — 1(Dg,
Inax( x’x)g,u et max(x #) — il xx)gé,
z#0 (A:U, $) z#0 (A.%’, x)
alors : (Ar.2) )
T, T —w
vV € R™\ {0}, > .
(Cz,x) ~ 1+ /LLZJJ)Q +wé

Démonstration. Majoration. Commencons par le premier point. Dans ce but, on pose :

].3::2_7WD et E::L_lD—E,
w w

de telle sorte que D + E = g — F. Avec ces notations, on a alors :

B 1
w2 —w)

T
(2 (2o
2—w \w w
= (D+ E)D YD+ ET)
=({I+ED YD+ ET)
=D+ ET"+E+ED'ET.
=A

C (D —wE)D™ YD - wE)T

Ainsi, pour x # 0, on a :
(Cz,x) = (Az,z) + (ED 'ETz, x)
= (Az,z) + (D 'ETz, ETx).

Comme A est symétrique définie positive, il en va de méme pour D et donc pour D. Ainsi
(D7'ETz, ETz) > 0. Autrement dit, (Cz, ) > (Az, ).
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Minoration. Pour le deuxiéme point, commencgons par un petit calcul :

1
(2—-w)C =—=(D—-wE)D YD — wET)
w
= l(1‘ —~wED™Y)(D - wET)
w
1
= (D —wET —wE +Ww?EDET)
w

—E'—-E+wED'ET

|
eloels

- D+D-ET —EB+wED'ET
=A
]_ —
— A+ YD+ wED'ET
w

—A+w(ED'ET D)+ ¥pi 1%
4 4 w

N2
—A+w(ED BT - 1p) L B9V
4 4w
Ainsi :
1 2 —w)?
(2—-w)(Cx,z) = (Ax,z) + w((EDlET - 4D> z, 1:) + (4W)(Dx’ x).
w

On obtient 'inégalité en factorisant par % et en utilisant les hypotheéses. |

5.3 Meéthodes de Krylov

On suppose dans cette section que A € M, (R) est inversible. Les méthodes de Krylov
peuvent étre vues comme une généralisation de la méthode du gradient conjugué [Saa03].
L’idée de départ s’appuie sur une simple observation. Considérons p le polynéme caracté-
ristique de A :

p: A det(A — M) =Y apAF.
k=0
Le théoréme de Cayley-Hamilton affirme :
p(A) =0.
Autrement dit : . .
0= ZakAk =aol + ZakAk.
k=0 k=1

La matrice A étant inversible, on peut multiplier cette égalité par A=1 :

0= aoA_l + Z akAk_l.
k=1
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Or, ap = det A # 0 car A est inversible, donc on obtient :

Soit z € R” la solution du systéme Az = b. Pour une certaine donnée initiale 2(0) € R”,
on écrit
vi=x—20),

un vecteur « erreur » a rechercher pour pouvoir retrouver z & partir de (). Notons r0) =

b— Az le premier résidu. Par définition de v, on doit avoir Av = (9 soit v = A1 et

ainsi : .
Ak 4 k—1,.(0)
v=— — AT,
>
k=1
Autrement dit, le vecteur « erreur » vit dans l'espace Vect{'r(o), Ar©) ,A”flr(o)}.

5.3.1 Espaces de Krylov

Définition 5.3.1. Soit v € R". Soit m € N*. L’espace de Krylov de degré m de v
associé a A est I’'espace vectoriel

Km(A,v) = vect{v, Av,..., A" v}

Quand il n’y aura pas d’ambiguité, on notera simplement K, = K,,(A4,v).

Définition 5.3.2. Soit v € R™. On appelle degré de v associé a A 'entier

deg(A,v) :==min{deg P ; P € R[X]\ {0} et P(A)v = 0}.

Remarque 5.3.3. Comme le polynome caractéristique p de A est tel que p(A) =0,
cette définition est bien posée et on a deg(A4,v) < n.

Proposition 5.3.4. Soit v € R". Soit p = deg(A,v). Alors K, est invariant par A
et :

Vm > p, Kp =K,

Démonstration. Par définition du degré, il existe P € R, [X] tel que P(A)v = 0. Quitte
a normaliser P, on peut le supposer unitaire et on note :

I
P(X)= Zaka, avec a, = 1.
k=0
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Par définition de P, on a :

M p—1
0= P(a)v = ZakAkv = ZakAkv + Atw.
k=0 k=0
Ainsi :
pn—1
Aby = — ZakAk’U c K,
k=0
On peut notamment en déduire :
pn—1 pn—1
APty = — Z apAFtly = — Z ap_1 Afv — ay,—1A*v € K,
k=0 k=1 EK'
"
€K,
et ainsi de suite pour obtenir :
vm > pu, A™ve K.
Le résultat s’ensuit alors. |

Proposition 5.3.5. Soient v € R" et m € N*. Alors :

dim K, (A,v) =m <= deg(4,v) > m.

Démonstration. L’ensemble {v, Av,..., A" 1y} forme une base de K, si et seulement
si le seul polyndme p de degré inférieur ou égal & m — 1 tel que p(A)v = 0 est le polynéme
nul, ce qui est équivalent & deg(A,v) > m. |

Corollaire 5.3.6. Soient v € R™ et m € N*. Alors :
dim K, (A, v) = min(m, deg(A,v)).

Démonstration. Si m < deg(A4,v), alors dim K,,, = m = min(m, deg(A4,v)). Sinon, soit
p = deg(A,v). Alors dim K, = p. Or, comme m > u, K,,, = K, ce qui termine la
preuve. |

5.3.2 Petit détour par Gram-Schmidt

Soit m € N*. On considére une famille libre de vecteurs {ui,...,un} de R”. On peut
vérifier que la famille {v1,...,v,} construite par l'algorithme de Gram-Schmidt (décrit
dans I’Algorithme 5.3.7) est orthonormale.
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Algorithme 5.3.7 : Méthode de Gram-Schmidt classique
Entrée : {ug,...,uy} famille libre dans R”
Sortie : {vy,..., vy} famille orthonormale

pour j del am
Wy = Uy
pouridel aj—1
L wj = wj — (uj, v;)v;
wj
vj =
T sl

L’algorithme de Gram-Schmidt est instable. Pour le rendre plus stable, on s’intéresse
a I'étape de projection :
j—1
wj = u]‘ — Z(Uj, Ui)vi.
i=1
L’idée est de réaliser cette étape de projection « petit & petit », en considérant a chaque
fois le produit scalaire avec le vecteur partiellement projeté. On obtient I’Algorithme 5.3.8.

Algorithme 5.3.8 : Méthode de Gram-Schmidt modifiée
Entrée : {uy,...,un} famille libre dans R"
Sortie : {v1,...,v,,} famille orthonormale

pour j del am
pouri del aj—1
L w;j = wj — (wj,v;)v;
wj

v =
T sl

On peut montrer par récurrence (sur i) que les w; calculés par la méthode de Gram-
Schmidt modifiée sont les mémes que ceux calculés par la méthode de Gram-Schmidt
classique. Cette seconde approche est cependant plus stable numériquement.

5.3.3 Meéthode d’Arnoldi

Soient v € R™\ {0} et m € N*. La méthode d’Arnoldi vise a construire une base
orthonormale de I'espace de Krylov

K = Ku(A,v) = vect{v, Av, ..., A" 1y},

L’idée de cette méthode est d’appliquer la méthode de Gram-Schmidt pour orthonormaliser
la famille {v, Av,..., A" 1v}, qui est un choix plutot naturel : on sait que cette famille
forme une base de K, dés que deg(A,v) > m. On obtient ’Algorithme 5.3.9.
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Algorithme 5.3.9 : Méthode d’Arnoldi
Entrée : v € R"\ {0}, m € N*
Sortie : Une base orthonormée (v;); de K, et une matrice H
v
o]
pour j del am
w; = Avj
pour i del aj
L hij == (Avj,v;)

wj = wj — hij’Uz‘

V1t

hjt1; = llwyll
si hj_|_17j =0
L Arrét
]

Vj41 =

hjt1,

Théoréme 5.3.10. Supposons que I’Algorithme 5.3.9 ne s’arréte pas avant I’étape
m. Alors la famille de vecteurs {v1, . .., vy, } forme une base orthonormée de K, (A4, v).

Démonstration. Commengons par montrer que tous les v; appartiennent a K,,. Plus
précisément, on va montrer que, pour tout j € [1,m], il existe p;—; un polynoéme de
degré j — 1 tel que v; = pj—1(A)v. On procéde par récurrence. Pour j = 1, c’est vrai en
considérant py = . Soit donc j € [1,m — 1] tel que v; = p;_1(A)v pour tout i < j.

flvll
Alors : ) )
J J
’U)j = Avj — Z hij’l)i = Apj_l(A)U — Z hijpi_l(A)’U.
=1 =1

Or, Ap;_1(A) est un polynome en A de degré j et Zgzl hijpi—1(A) est un polynéme en A
de degré j — 1. On a donc trouvé un polynéme p; de degré j tel que w; = p;(A)v. On en

déduit vj41 = pj(A)v avec p; = H%II de degré j.
J
Par ailleurs, la famille {vy,...,v,,} est orthonormale par construction. En particulier,
elle est libre et forme donc une base de K,,. |

Proposition 5.3.11. Soit j € [1,m]. Alors :
thrl»j =0 <~ deg(A, U) =J.

Démonstration. Dans un premier temps, supposons deg(A,v) = j. Si w; # 0, alors
on peut définir vj;q # 0, et ainsi dim K41 = j+ 1. Or, comme deg(A,v) = j, Kj11 = K;
donc dim K1 = dim K; = j : on obtient une contradiction, donc w; = 0, d’ott hj;11; =0
et ’Algorithme 5.3.9 est arrété.
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Réciproquement, supposons hji1; = 0, c’est-a-dire w; = 0. Or, w; = p;j_1(A)v avec
p; un polynome de degré j. Donc w; = 0 implique deg(A4,v) < j. Or, si p = deg(A,v) < j,
par la premiere partie de la preuve, on aurait h,41,, = 0 et I'algorithme se serait arrété a
Pétape p. On en déduit deg(A,v) = j. [ |

Dans la suite, on note V,,, € M« (R) la matrice dont les colonnes sont les vecteurs v;
construits par la méthode d’Arnoldi :

V(Z,j) € [[l,n]] X [[1,771]], (Vm)lj = (’Uj)i.

On note également H,, € Mm41)xm(R) la matrice définie dans 1’Algorithme 5.3.9 (les
coefficients n’étant pas explicitement définis étant nuls). Il s’agit d’une matrice de Hes-
senberg. Enfin, on note H,, € M,,(R) la matrice obtenue en retirant la derniére ligne de
Hy,.

Proposition 5.3.12. Les matrices précédentes vérifient les relations suivantes :

AV, =V, Hy, + wmeg,
Avm = m+1Hma
VAV, = H,,.

Démonstration. La j-éme colonne du produit AV, est donnée par Av;. La définition de
w; dans I’Algorithme 5.3.9 peut s’écrire :

J
U}j = Avj — E hijvi,
=1

ce qui permet d’obtenir, via la définition de vj4q :

J J J+1
Avj = Z hijvi + wj = Z hijvi + hji1,4vj41 = Z hijv;.

i=1 i=1 i=1
On reconnait alors la j-éme colonne de Vj, 41 H,,, donc AV,, = Vi, 11 H,,. On écrit alors
cette égalité par blocs :

H
AVm = (Vm 'Uerl) ( hm> )

avec h == (0,...,0, hppt1.m) = hm+1,me%. Le produit par blocs donne ainsi :

AV = VinHpp + U1 hns1,mes,

et la premiére égalité voulue s’ensuit alors en reprenant la définition de vp,41. Multiplions
cette relation par V,I :

VEAV, = VIV, Hy + VEwel
L’orthonormalité des v; implique VIV, =1 et VIw, =0, doi la troisitme et derniére
relation. [
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La méthode d’Arnoldi telle que décrite dans I’Algorithme 5.3.9 utilise le procédé d’or-
thonormalisation de Gram-Schmidt classique. Celui-ci étant instable, en pratique, on uti-
lisera plutéot la méthode de Gram-Schmidt modifiée, ce qui donne I’Algorithme 5.3.13.

Algorithme 5.3.13 : Méthode d’Arnoldi modifiée
Entrée : v € R"\ {0}, m € N*
Sortie : Une base orthonormée (v;); de Ky, et une matrice H
v
Nl
pour j del am
w; = Av;
pour i del aj
L hij = (wj,vi)

wj = wj — hijvi

hjt1j = llwj]|
sifji1; =0
L Arrét

w

Viy] =
j4+1
hjy1,j

5.3.4 Full Orthogonalization Method (FOM)

Reprenons notre systéme Az = b et considérons une donnée initiale z(®) € R”. On note
le premier résidu

10 = p— Az,

Comme indiqué dans l'introduction de cette section, on peut montrer que
z ez 4+ K,(A4,r).

L’idée est donc de rechercher une approximation (™ de z dans 2(?) + K (A, T(O)) pour un
certain m € [1,n]. Plus précisément, on va rechercher 2 e 20 4 K, tel que le résidu
rm = p— Azx(™) est orthogonal & K,,. Pour cela, on va construire une base {v1,...,v,}
de K,, via la méthode d’Arnoldi, ce qui permet notamment de définir les matrices V,, et
H,,. Comme z(™ — z(9) ¢ K, on trouve y(™ € R™ tel que :

2 = 2O Ly m),

Ainsi :

rm) = p— Az = 0 — AV, (™),

On cherche & avoir (™) orthogonal a K,,, ce qui peut se traduire par :

vIpm — .



CHAPITRE 5. METHODES ITERATIVES 115
Autrement dit :

VIO _yT Ay, M) = .
Or, V.I'AV,,, = H,,, donc on obtient :

Hypy™ = v @),

On peut aller un peu plus loin. L’algorithme d’Arnoldi commence par définir v; == ﬁ.
Ainsi 7O = |rO)v; et VIO = ||+ VI y,. Par orthonormalité de {vy,..., v}, on

trouve Vrz: v1 = e1 le premier vecteur de la base canonique de R™. Ainsi :
Hpyy™ = |[rO]fe;.

On a alors tous les ingrédients pour définir I’Algorithme 5.3.14.

Algorithme 5.3.14 : Full Orthogonalization Method (FOM)

Entrée : A € M,(R) inversible, b € R, (9 € R”, m € N*
Sortie : (™) une approximation de la solution de Az = b dans (¥ + K,, (A, r(©)

r0) = p— Az
r(0)
C O
pour j del am
w; = Avj
pour i del aj
L hij = (w5, vi)

U}j = U}j — hijvi

hjt,j = [lw;ll
si hj+1,j =0
L Sortir de la boucle

v . wj

1=

L hj+1,

Résoudre le systéme H,,y™ = ||r(0)]||e;

Proposition 5.3.15. Le résidu obtenu par FOM est donné par :
T'(m) =b— Ax(m) = _hm-l—l,my?(vgn)vm-i-l?

dont la norme est donnée par :

P || = Bty
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Démonstration. Revenant a la définition de z("), on a :
rm) = p— Az = O — AV,,4(m),
Or, AV,, = Vi Hy + wpel | ainsi que r0) = Hr(0)||v1, d’ou :
) = ||rOvy — Vi Hpy™ — wyel (™).

Par définition de y(™, H,,y(™ = Hr(O)Hel. Comme Vj,e1 = vy, on en déduit :

7o = Vi Hyy™ = 0.
Par ailleurs, e%y(m) = y,(fln ), Par définition de vy,41, on a wy, = Amg1,mVm+1, ce qui donne
bien

rm™ = b — Az™ = — 1 ™0

m
Comme hpyy1.m et yfgﬁb ) sont des scalaires, on obtient 'expression de la norme de 7™ en

utilisant [|vp41]] = 1. [ |

Cette estimation du résidu peut a priori sembler assez peu utile : & premiére vue, on
n’a effectivement plus besoin de calculer (™), mais on a toujours besoin de y(m)7 et c’est
justement 1’étape la plus cotiteuse dans le calcul du nouvel itéré puisqu’elle consiste en la
résolution d’un systéme linéaire. On peut cependant légérement modifier ’algorithme de
la FOM pour ne plus seulement calculer la matrice H mais également sa triangularisation,
qui peut étre mise & jour relativement facilement & mesure que de nouvelles colonnes sont
ajoutées. On obtient ainsi, sans trop de peine, un systéme triangulaire & chaque étape, ce
qui permet de calculer plus rapidement (™). Mais cette estimation du résidu nous indique
que tout y(m) n’est pas nécessaire : seule sa derniére composante est utilisée. C’est 1a que
les choses deviennent intéressantes : le systéme étant triangulaire supérieur, c’est justement
la derniére composante qui sera calculée avant toute autre. Autrement dit, pour estimer le
résidu, on a juste besoin de mettre a jour la triangularisation du systéme et d’effectuer une
simple division pour calculer yfnm). L’idée est alors de réaliser ce calcul a la fin de chaque
étape j pour savoir si on s’arréte, ou si on continue jusqu’a m.

Proposition 5.3.16. Pour tout j € [1,m], le calcul du j-éme vecteur orthogonal
dans la FOM nécessite :

— 2n? 4+ 2(2j + 1)n — j opérations si A est pleine,
— 2Ny, + 2(2j + 1)n — j opérations si A est creuse.
Le calcul de m vecteurs nécessite alors :

— 2mn(n+m+2) — W opérations si A est pleine,

— 2m(Nyg + (m+2)n) — W opérations si A est creuse.

Démonstration. Soit j € [1,m]. Le vecteur w; est initialisé a Av; : ce calcul nécessitera
plus ou moins d’opérations selon la structure de A, et selon sa méthode de stockage. Dans
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le cas le plus général ou A est pleine, on aura besoin de n? multiplications et n(n — 1)
additions. Si A est creuse, on aura besoin de Ny, multiplications et N, — n additions.

Ensuite, pour ¢ variant de 1 & j, on calcule un produit scalaire : n multiplications
et n — 1 additions. On fait ensuite le calcul w; — h;jv;, soit une multiplication et une
addition/soustraction pour chacune des n composantes.

Une fois la boucle sur ¢ terminée, on calcule la norme du vecteur w; : ¢’est un produit
scalaire, donc n multiplications et n — 1 additions, suivi d’un calcul de racine carrée. Reste
la définition de v;41 qui nécessite une division sur chacune des n composantes.

On somme le tout pour obtenir :

— n? 4 (2j + 1)n ou Ny, + (2j + 1)n multiplications,
— n?24+2jn— (j+ 1) ou Ny, + 2jn — (j + 1) additions,
— n divisions,

— 1 racine carrée.

On somme le tout pour obtenir le résultat, et le nombre d’opérations pour le calcul de
m vecteurs s’obtient en sommant sur j variant de 1 a m. |

Si A est creuse avec Ny, = O(n), le nombre d’opérations nécessaires a 'orthogonalisa-
tion est alors de I'ordre de O(m?n) (en supposant, comme c’est le cas en pratique, que m est
petit par rapport a n). En ce qui concerne le cotit de stockage, si A est par exemple stockée
au format CSR, on a besoin de 2V, +n+1 emplacements. Le stockage de V,,, nécessite nm
places, et on a besoin de stocker wj, donc n emplacements. Concernant H,,, il peut étre
bon de remarquer qu’un stockage CSR ne serait pas avantageux en terme de mémoire : &
moins de disposer d’un format bien spécifique, le stockage plein reste la meilleure option,
ce qui nécessite m(m + 1) emplacements. En oubliant les éventuelles variables temporaires
utilisées pendant les calculs, on obtient 2Ny, + n(m + 2) + m(m + 1) + 1 places mémoire.
Encore une fois, si Ny, = O(n) et m petit par rapport a n, le coit mémoire du calcul de
m vecteurs orthorgonaux est grossiérement en O(nm).

Comme z € z(©) + K,,, on s’attend a avoir une meilleure approximation de la solution en
prenant m grand. En pratique, les cotits de calcul et de mémoire sont limitants. Une option
est de « redémarrer » la méthode : une fois (™ calculé, on recommence en considérant
cette approximation comme nouvelle donnée initiale. On obtient I’Algorithme 5.3.17.

Algorithme 5.3.17 : Restarted FOM (FOM(m))
Entrée : A € M,(R) inversible, b € R”, (0 ¢ R?, m € N*

tant que non convergence
Appliquer FOM avec 2(%) pour obtenir (™
20— 4(m)
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5.3.5 Méthode Generalized Minimum Residual (GMRES)

L’approche de GMRES est assez proche de la FOM, dans le sens ou on recherche
toujours une approximation dans z(©) + K,,. La différence est au niveau de la projection :
plutét que de projeter sur K, on recherche la projection sur AK,,.

On considére une donnée initiale (%) € R™ dans le but de résoudre le systéme linéaire
Az = b. On note toujours le premier résidu r(© := b — Az(®. Comme dans le cas de la
FOM, on va rechercher (™ € 2 + K, (A,7(9). Cela revient a rechercher un vecteur
y(m) € R™ tel que z(m) = 20 4 me(m) ou V,, est la matrice d’une base orthonormale de
K,,. L’idée de GMRES est de minimiser la norme du résidu :

b — Aa(™].
Or :
b— Az™ =p— Az® + V™)
=7 — AV,,y™
=rO) Vo Hpy™.
En calculant la base de K, par la méthode d’Arnoldi, on définit v; = ﬁ, don r0 =

|7(©||vy. Par ailleurs, v; = Vj,41€1 avec e; le premier vecteur de la base canonique de
R™*1 On obtient ainsi :

b— Az = [|rO)|V,, 11 — Vipy 1 Hopy™
= Vinsr (I lex — Huy™)
Or, Vjn41 est orthonormale, donc :

b= A2 = [Vinsr (I ller = Hng™ )| = 11r @ er = Hry ™

Pour obtenir Papproximation z("™, I'idée est donc de minimiser y™ — |[|[|r(@]e; —

H,,y™ || pour obtenir y™) et ensuite de définir (™ = 20 4+V,,,y(™ On obtient ' Algorithme 5.3.18.
On peut tout de suite remarquer que, étant donnée la définition de y(m), cette méthode

est optimale dans le sens ou le résidu sera toujours le plus petit possible (dans Iespace

considéré) : y(m) est le vecteur qui minimise ledit résidu. Il reste bien str a répondre a

une question importante : en pratique, comment calculer ce minimiseur ? C’est 'objet du

résultat suivant.

Proposition 5.3.19. Soit Q € M,,1(R) la matrice de rotation telle que R =
QH,, € Mmt1)xm(R) est triangulaire supérieure. Soit g = Q| ler) € R™HL
Soient R € M,,(R) la matrice obtenue en supprimant la derniére ligne de R, et
g € R™ le vecteur des m premiéres composantes de g. Alors :

1. R est inversible;

2. le minimiseur de y ~ ||[|7°||e1 — Hyy|| est I'unique solution du systéme trian-
gulaire Ry = g;
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Algorithme 5.3.18 : GMRES
Entrée : A € M,(R) inversible, b € R”, (9 € R”, m e N*
Sortie : (™ une approximation de la solution de Az = b dans =(©) + K, (A, r(®)
r0) = p— Az
r(0)
O
pour j del am
w; = Avj
pour i del aj
L hij = (wj, vi)

wj = wj — hijvi

i1 = llwjl
si hj-i-l,j =0
L Sortir de la boucle
w;

Vit =
J+ h

L g1,
Calculer le minimiseur 4™ de y — ||||7(©||e; — Hny||

3. le résidu est donné par :
b— Az =V 1Q7 (gmy1€mi1)

et ainsi :
16— Az"™)]| = | g1l

Démonstration. Matrice inversible. Partons de ’égalité :
AV, = Vit Fo.
Comme QTQ = I, on peut écrire :
AV = Vin1Q " QHy = Vi 1 Q™R

par définition de R. La matrice A étant supposée inversible, elle est en particulier de rang
maximal. Le rang de AV}, est donc le méme que celui de V,,, lui-méme égal & m par
définition. De la méme facon, le rang de Vi, 11QT R est égal au rang de R. Or, R n’est
autre que la concaténation de R avec un vecteur nul, donc le rang de R n’est autre que le
rang de R. Autrement dit, on a montré que R était de rang m : elle est de rang maximal,
et donc inversible.

Minimiseur explicite. On utilise les propriétés de @ :

lg = Ryll = QUI°ler — Hmy)ll = [lIlrllex — Hmyll.



CHAPITRE 5. METHODES ITERATIVES 120

Or, comme R est triangulaire supérieure, sa derniére ligne est uniquement composée de

zéros. Ainsi :
= g R g— Ry>
I Y <9m+1> <0> Y < Im+1

g — RylI> = |lg — Ry||* + |gm+1*-

C’est une somme de réels positifs : son minimiseur est donc le minimiseur des deux quan-
tités. Or, |gms1| est constante par rapport & y, donc le minimiseur de ||g — Ryl| est le
minimiseur de ||g — Ry||. Comme R est inversible par le premier point, il s’agit de 'unique
solution du systéme Ry = g.

d’ou :

Résidu. On revient a I’égalité :
b— Az = Vo1 (||r ey — Hpy™).
Comme QTQ = I, on peut toujours écrire :
b— Az™ =V, 1QTQ(|[rV|ey — Hyny™).
En développant par rapport a @), on obtient :
b— Az™ =V, 1QT (g — Ry™).

Or y(™ est I'unique solution de Ry(™ = ¢, ce qui revient a avoir les m premiéres compo-
santes de § — Ry(™) égales & zéro. Ainsi :

b— Az =V, 1 1QT (gms1€ms1)-
L’estimation de la norme s’ensuit alors en utilisant ’orthonormalité de V11 et de Q. B

Tout comme pour la FOM, on pourra donc écrire des variations de I’ Algorithme 5.3.18
exploitant ce résultat pour tester réguliérement si le résidu a une norme acceptable et ainsi
décider de continuer ou non le processus, sans avoir a calculer (™ a chaque fois.

5.3.6 Préconditionnement

Comme pour toutes les méthodes itératives vues jusque-la, la convergence de la FOM
et de GMRES dépend du conditionnement de A. Pour espérer accélérer la convergence, on
peut donc chercher a préconditionner le systéme de la méme maniiére que pour le gradient
conjugué :

Az =b < C 1Az =C"b.

Contrairement au gradient conjugué, en revanche, on n’a pas besoin que la matrice du
systéme soit symétrique définie positive : on peut donc s’autoriser, a priori, n’importe quelle
matrice inversible. Bien siir, en pratique, on se donne quelques contraintes. La premiére
est évidente : il faut que le conditionnement de C~1'A soit meilleur que celui de A pour
justifier 'augmentation du coflit d’une itération.
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C’est justement de la que vient la seconde contrainte. En écrivant C~1A, on obtient
sur le papier une simple matrice, et il suffit de dérouler les algorithmes avec cette nouvelle
matrice sans se préoccuper du reste. On pourrait le faire, mais il faudrait pour cela calculer
C~1, ce qu'il vaut mieux éviter en général (aussi bien pour des raisons de cotit de calcul
que pour des raisons de stockage). En regardant d’un peu plus prés les algorithmes définis
précédemment, la matrice du systéme est utilisée pour calculer la base de 'espace de
Krylov : partant d’un vecteur v, on multiplie par la matrice pour obtenir un autre vecteur
w. Avec un systéme préconditionné, on aura donc :

w = C~Av.

L’idée est donc de réaliser ce calcul en deux étapes principales. D’abord, on calcule u := Aw,
puis on résout le systéme Cw = u. Cela évite d’avoir a stocker C~'. On en vient alors a la
contrainte qu’il est bon d’imposer a C : les systémes qu’elle définit doivent étre « faciles &
résoudre ».

5.3.7 Factorisation LU incompléte

Il y a bien str un choix aussi évident qu’absurde pour préconditionner le systéme :
prendre C' = A. Ce choix est évident, parce qu’il donne un systéme défini par l'identité,
donc il n’y a rien & faire pour le résoudre. Mais il est tout aussi absurde : si A est si facile
a inverser, pourquoi passer par une méthode itérative ?

Le systéeme Cw = wu peut étre résolu facilement si on connait une décomposition de
C sous la forme d’un produit de deux matrices triangulaires, par exemple. Restons donc
encore un peu dans un cadre idyllique : si on a accés & la décomposition LU de A, le choix
évident et absurde précédent devient C = A = LU. Donc C est bien facile & inverser. ..
mais autant résoudre directement le systéme LUz = b!

Toutes ces réflexions ménent finalement & une question : pourquoi refuse-t-on de calculer
la factorisation LU d’une matrice ? Le cofit de calcul est une chose, bien siir, mais le plus
gros obstacle se situe plutot du c6té du stockage : les matrices L et U ne sont jamais aussi
creuses que A. On peut améliorer un peu les choses avec une factorisation PLU, mais il n’y
aura pas de miracle : on devra toujours stocker (beaucoup) plus de coefficients que pour
A.

Il vient alors une idée : peut-on construire une approximation de la factorisation LU,
moins précise, mais plus creuse? C’est le principe de la factorisation LU incompléte qui
consiste & construire L et U telles que :

A=1LU+R,

ot est une matrice de « reste ». On prendra alors C' = LU, ce qui définira bien un systéme
facile a inverser par remontée/descente.

11 existe plusieurs variantes de la factorisation LU incompléte (aussi appelée ILU, pour
« Incomplete LU »). Celle que 'on se propose d’introduire ici se base sur une approche de
calcul de la factorisation LU légérement différente que celles vues jusque-la, décrite dans
I’Algorithme 5.3.20.
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Algorithme 5.3.20 : Factorisation LU par ligne
Entrée : A € M, (R) admettant une factorisation LU
Sortie : L € M, (R) triangulaire inférieure a diagonale unité et U € M, (R)
triangulaire supérieure telles que A = LU

U=A
L=1
pour i de?2 an
pour k del ai—1
o= Ui
~ Upk
pour j de k an
LUZ'J' = Uij—OéUkj

Lz'k: =«

L’idée derriére cette approche est d’appliquer le pivot de Gauss pour construire U, et
de stocker les coefficients des matrices de transvection utilisée pour cela. Plus exactement,
on stocke les opposés de ces coefficients, pour la simple et bonne raison que c’est 'inverse
de ces matrices qui nous intéresse, et pas les transvections elles-mémes. Ici, plutét que de
créer les zéros colonne par colonne comme on le faisait dans la version initiale, on les crée
ligne par ligne.

Exemple 5.3.21. Déroulons I'algorithme sur un exemple simple. On considére A €
Ms(R). Ainsi :
0 0 0
o (o U %
= | Uar Uy Uss
Uy Usy Usy
La premiére étape consiste & annuler les premiers coefficients de la seconde ligne,
jusqu’au coefficient diagonal (exclus). Matriciellement, on peut écrire quelque chose

comme :
0 0 0 0 0 0
ST I o e A e e
U o o) T\ o b
0 0 1 Us;” Usy Usg Usi” Uy Usg

Attaquons la troisiéme ligne. On a cette fois-ci deux coefficients a annuler : le premier,
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puis :

et le deuxiéme. On obtient :

0 0

Lo 0\ g o
Uy o U%;
v 0 1 \uy) Usy
0 0

oo o o
Uéé) 0 U22

0 i) L 0 Uy

0
Uiy

0

123

A partir de ce simple exemple, on peut déja remarquer le probléme de remplissage. En

effet, si Aog = 0, mais A3 # 0, alors on aura Ussg # 0.

On va légérement modifier cet algorithme pour imposer explicitement des zéros dans
les matrices L et U. Ici, on choisit d’imposer que ces nouvelles matrices aient la méme
« structure » que A : si A;; = 0, alors L;; = U;; = 0. On obtient I’Algorithme 5.3.22.

Algorithme 5.3.22 : ILU(0)

Entrée : A € M,(R) admettant une factorisation LU .
Sortie : L € M, (R) triangulaire inférieure a diagonale unité et U € M,,(R)
triangulaire supérieure telles que A = LU + R

!

t~

pour i de2 an

pour k del ai—1

si Azkz 75 0
U;
o= =
Ukk
pour j de k an
si Aij 7’5 0
L Uij = Uij — OJUkj

An
Aoy
0
0

A=

0 Az
Ao
Asp

As3
0 Ay

0
Aoy
0
Ay

Exemple 5.3.23. Construisons la factorisation LU incompléte d’une matrice A €
My (R) tridiagonale :
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Premiére étape : on doit supprimer le premier élément de la deuxiéme ligne. Ceci est
équivalent a multiplier par une certaine matrice de transvection, qui va ainsi créer
un coefficient non nul en position (2,3). Pour garder un zéro dans cette position, on
le « déplace » sur une matrice de reste.

100 0\ /p® o g g
(0)
Gt oo vy vy o Uy
Un ©) 770

0 01 0 0 U32 U33 0
o oo0o1/\o o U9 v

vy o U o

00 0 0
Lo Ud o Ud 0 0 Ry 0
1o UQ UD o 00 0 O

o o u® yo 00 0 0

En plus condensé :

TOyO — @) L g1,

Continuons. Comme le premier coefficient de la troisiéme ligne est déja nul, passons

R 1 , . »
au second. La encore, comme U2(4) # 0, on va créer un coefficient non nul en position
(3,4), qu’il faut donc déplacer.

10 00\ /w0 o g0
0 1 00|y gm o gy
720
o S v ofl o u e o
22
o o o1/\o o UQ UY
oY 0 Uy oo 000 O
_0U§§>0U§i)+0000
o o Ul o 00 0 Ry
o o o o 000 0
On obtient :

Troisiéme et derniére étape : il reste ’avant-dernier coefficient de la derniére ligne.
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Cette transformation ne va pas créer de reste.

0 0
1 (1) 0 0\ w® o y® o
I 1
© 0 0 Up 0
43
00 -5 1)\ g o g g
oY o U o 0000
_0U2(§)0U2(1)+0000
1 o o u? o 0000’
o o o U® 000 0
soit :

TR U@ = B L R®,

Inversons la machine. En notant L) = (T(®)~! on a :
U@ = 1BGyB £ LB REG),

Or, L réalise une combinaison linéaire entre des lignes, 1a o R®) a au plus un
élément non nul. Donc L®) = R®), Donc :

U2 = LO®yB) L R®).
Continuons :

vl = 1@py®@ 4 2R
——
=R(2)
— L(2)L(3)U(3) + R(S) + R(Q)’

et finalement :
A=U0 = 1Mr@A BG4 G 4 RA 4 RO,

En notant L := LOLALG) T := UG et R := R®) + R® + RM, on a donc bien
A=LU+R.

La méthode décrite dans I’Algorithme 5.3.22 ne s’appuie que sur la structure de A.
Il est possible d’autoriser plus ou moins de remplissage dans les matrices L et U, dans
I'objectif de se rapprocher de L et U. Ce sont les méthodes ILU(p), pour un certain p € N.
On peut également utiliser d’autres critéres, comme comparer la valeur d'un coefficient
par rapport a un certain seuil : ce sont les méthodes ILUT.




Annexe A

Opérations élémentaires

Dans ce chapitre, z et y désignent deux flottants en base b et en précision p, normalisés
et positifs. On fixe dés maintenant leur décomposition :

— Kz n — Ke -
z="b an et y_byzbn’
n=0 n=0
SN—— S——
=Sy ::Sy
avec e, € Z et e, € Z les exposants respectifs de x et y (sans restriction), et s, € [1,b]
et sy € [1,b[ leurs significandes. Rappelons les définitions des suites introduites dans la
preuve du Théoréme 1.1.1 :
|b™ s, |

= et dy = |b"sz| —b"a;_q,

x
a,, pn

représentant la troncature et la suite des digits de s,. On rappelle la convention a*; := 0.
On définit de maniére similaire les suites associées a s,.

A.1 Ordre et digits

Commengons par formaliser quelques résultats intuitifs. Le résultat suivant démontre
que deux flottants sont égaux si et seulement si leurs exposants et leurs digits sont égaux.

Lemme A.1.1. Soient = et y deux flottants normalisés positifs. Alors :
r=y < (e; =¢y et Yn e [0,p],d; =db).
Démonstration. Supposons z = y. Alors log, z = log, y, d’ot :
ez + logy s; = e, +logy sy.

Or, s, € [1,b[, donc logy s, € [0,1], et de méme pour s,. En prenant la partie entiere de
I’égalité précédente, on obtient alors :

€r = €y.

126
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On en déduit directement 1’égalité des significandes, qui définissent donc les mémes suites
(a%),, et (ah)n, et donc les mémes suites (d%),, et (di),. La réciproque est évidente. W

Le résultat suivant formalise une condition qui apparait naturellement quand on com-
pare des flottants : si deux flottants différents ont le méme exposant, alors ils partageront
les mémes digits, jusqu’a ce que 'un différe, suivant 'ordre des flottants.

Lemme A.1.2. Soient = et y deux flottants normalisés dans [1, [ (i.e. e, = e, = 0).
Alors :

r <y <= (Ing € [0,p]/dy;, <d, et Vn e [0,ng—1],d; =d}).

Démonstration. Supposons z < y. Comme = # vy, il existe ng € [0, p] tel que dy, # dy,
Considérons ng minimal pour cette propriété, c’est-a-dire :

Vn € [0,n0 — 1], di =dY.
On montre, similairement & ce qui est fait dans la preuve du Théoréeme 1.1.1 :

n :E n dy
Vn € [0, — Z—ZLL bm:a%.

m=0 m=0

Comme df; # dy,, on a directement af  # az,. Or, en utilisant = < y, on peut directement

montrer :
VneN, af <ad

Ainsi : dfj, < dj,. Or :

no—1

Z pn Z bn bzg '

Comme d% = dj, pour n € [0,n9 — 1], on écrit la méme décomposition pour ajy, et on
déduit de aﬁo < a%o que dﬁo < d%o

Réciproquement, supposons qu'’il existe ng € [0, p] tel que df, < dj, et :
Vn € [0,n0 — 1], di =d.

Commengons par écrire :

’nofl T T p T
_ -n 0 _n
r pn + pro Z pn ’
n=0 n=no+1
=S5 =Tz
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Tous les digits sont dans [0,b — 1] donc, en particulier :

d’out 'on déduit :

On obtient bien str la méme inégalité pour r,. Par ailleurs, dj, et dy, sont entiers donc
inégalité dff < dy, se réécrit dfy, + 1 < dj,. Ainsi :

deLO deLO + 1 d%o d%o
()7170+Tm< b SbTOSbTO+Ty
Finalement, on a obtenu :
dy, dh,
x:3+b70+rx<s+b70+ry:y,
soit z < y. |

Le prochain résultat concerne ’ordre entre deux flottants quelconques. L’inégalité sur
les significandes pourra étre traduite a 1’aide du lemme précédent.

Lemme A.1.3. Soient = et y deux flottants normalisés positifs. Alors :
T <y <= (ex < eyou (e, =eyet s, <sy)).
Démonstration. Supposons z < y. Autrement dit :
b s, < bVsy,

ou encore :
S o pev—ea,
Sy

Or s, € [1,b], et de méme pour s,, donc :

A
b sy
d’otu :
pev—eatl 5 )
c’est-a-dire :
ey —egx+1>0.

Comme e, et e, sont entiers, ceci implique e, < ey. Si e, = ey, l'inégalité b°s, < b%s,
implique directement s, < s.
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Réciproquement, supposons e, < e,. Alors e; +1 < e,. Comme 1 < 5, < b et de
méme pour Sy, on a :
x=0b%s, < b=t <pv < bvs, =y.

Supposons maintenant e, = e, et s; < s,. Alors :

r=b"s, <bsy =bYsy, =y.

A.2 Addition

On s’intéresse a 'addition des flottants (toujours supposés positifs) z et y. Quitte a
échanger leurs roles, on supposera dans la suite < y. Ainsi, e; < e,. La premiére étape
consiste a faire en sorte que les deux flottants soient écrits avec le méme exposant, le plus
grand des deux. Dans ce but, on pose § := e, — e; > 0 et on écrit :

p+6 gz

e L de ey1.—0 a LVEL e L fl e dn—(s
x:bzzobnzbyb Z;)b”:byZ:Ob”M:by >

Remarque A.2.1. En faisant cela, on perd I’écriture normalisée de x. Ce n’est que
temporaire, le temps de réaliser ’opération.

Comme zx et y partagent maintenant le méme exposant, on peut écrire une premiére
approche de ’addition :

—1 Yy P T Yy p+6 x
dn, dnfé + dn n—4§

z=x+y=>b" b—n+zb7n+ Z o

n=0 n=a4 n=p-+1

On peut alors commencer par définir une premiére version de la décomposition de z :

dl, sin € [0, — 1],
di =< d* s+dy, sineldp],
s sine[p+1,p+d].

Pour n € [p+1,p+4], df_s € [0,b—1] donc il n’y a rien a faire : la définition est
« légale ». En revanche :

Vn e [6,p], 0<d;_s+d¥ <2b—2.

Il peut donc y avoir un probléme si I'un des d} s + d}, est plus grand que b. Cependant,
on peut remarquer :

b<d?<20—2 = 0<d’>—b<b—2.
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L’idée est donc de transformer ce digit temporaire en un « vrai » digit. On ne peut cepen-
dant pas tout simplement retrancher b : cela changerait le résultat de I'opération. Il faut
trouver une astuce : B B 5

%:de—b+b:di—b+ 1 ‘

Hn pn Hn bn—l
Si on retranche b au n-éme digit, il faut donc ajouter 1 au n — 1-éme digit : c’est la retenue
quand on pose une addition a I’école. Comme la propagation de la retenue se fait de n a
n—1, il faut traiter les digits un a un, de droite & gauche. Il est par ailleurs possible qu’elle
parvienne jusqu’aux digits n € [0, — 1]. C’est pourquoi, méme si & premiére vue ces digits
étaient dans le bon intervalle (puisque issus de ceux de y seulement), il est nécessaire de
vérifier s’ils ne sont pas devenus « trop grands ». On va donc trouver un cas particulier :
n = 0. Que faire si dg > b7 Une seule réponse possible : on ajoute un digit, ce qui aura
pour effet d’augmenter I'exposant du résultat. La derniére étape consiste a tronquer la
décomposition du résultat : jusque-la, on a pris au mot la recommandation de la norme
IEEE 754 qui indique que les opérations doivent étre réalisées avec une « précision infinie »,
mais il ne faut pas oublier que le résultat doit lui retrouver la précision autorisée par le
systéme. Au final, on obtient I’Algorithme A.2.2.

Remarque A.2.3. Il ne s’agit bien str pas de ’algorithme utilisé par nos ordina-
teurs (en tout cas, il vaut mieux lespérer!). En particulier, il est inutile de stocker
les derniers digits de x si § > 0, puisqu’ils sont tout simplement ignorés a la fin.
L’Algorithme A.2.2 présente juste une maniére de réaliser I’addition entre deux flot-
tants, afin de mieux comprendre le comportement de cette opération.

Remarque A.2.4. La troncature finale est ce qui permet d’expliquer le phénoméne
d’absorption. Dés que § > 0, les § derniers digits sont ignorés (ils ne peuvent méme
pas étre a lorigine d’une retenue). Plus § est grand, plus on va ignorer de digits.
Les cas les plus problématiques arrivent lorsque § > p : si le calcul est réellement
fait en précision infinie, comme c’est le cas dans I’Algorithme A.2.2) il est possible
que certains digits de z soient a 'origine d’une retenue, et donc qu’ils influencent le
résultat, mais cela n’ira pas plus loin.

Remarque A.2.5. Tout au long de cette section, on a supposé que x et y étaient
tous les deux positifs. S’ils sont tous les deux négatifs, on peut reprendre le méme
algorithme pour calculer |z| + |y|, et inverser le signe pour retrouver le résultat :

ety = (=le]) + (=[yl) = =(l=[ + [y])-

Si z et y sont de signes opposés, il ne s’agit pas d’une addition, mais d’une soustrac-
tion.
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Algorithme A.2.2 : Addition de deux flottants

Entrée : z = b°~ niﬁ ‘Z—E et y = b nio ‘Z% deux flottants normalisés positifs tels
que z < y.
Sortie : z =z +y
0:=ey—eg
pourn de0 ad—1
L d: = df,
pour n ded ap
| i =dl_s+d,
pour n dep+1ap+6
| dz=d2
pourndep+d ap+1
| di=dz
pour n dep a1l

wn
-
S
=k
AN
S
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A.3 Soustraction

On s’intéresse maintenant a la soustraction des flottants (positifs) et y. On supposera
dans la suite < y. Comme e, < ey, il faut, comme pour I’addition, faire en sorte d’avoir
le méme exposant. En posant § := e, — e, > 0, on écrit :

d
_ 7€ n—ay
T = b% b
n=4
On obtient ainsi :
5—1 Py x p+o x
d% dn — n—o& _dn—(5
zi=y—x=>b" 67+27b” + Z b )
n=0 n=4 n=p+1
d’ou U'on déduit les « digits » temporaires de z :
dy, sin e 0,6 — 1],
dy = dy—d: 5, sinel[dp],
—dy_s, sin€p+1,p+d].

Contrairement a I’addition, ici cette définition pose probléme dés les premiers digits (tou-
jours en partant de la droite) : comme —d?_5 € [1 — b, 0], on ne peut pas les utiliser comme
digits définitifs (sauf s’ils sont nuls). Remarquons cependant :

1-b<d?<-1 = 1<dZ+b<b-1

Il faut donc ajouter b au n-éme digit. Faisons comme pour 'addition :

di di+b—b di+b 1
pn pn o pn—1"

Si on veut retrouver un digit légal, et donc ajouter b au n-éme digit, il faut retrancher b
au (n — 1)-éme digit : on retrouve encore une fois le principe de la retenue.

Il faut donc traiter les digits de droite a gauche, jusqu’a cig La question est alors la
suivante : est-il possible que ce dernier digit soit lui-méme négatif 7 La réponse est non.
En effet, deux cas se présentent. Si 6 > 0, alors cig = dY, ou cig = dj — 1 si une retenue
a été propagée jusque-la. Or, y est normalisé, donc df > 1. Ainsi, Jg >0.510=0, xet
y ont le méme exposant. Comme x < y, il existe ng € [0,p] tel que d% = d}, pour tout
n € [0,ng — 1] et df, < dy,. Ainsi Jgo > 1. Aprés une éventuelle retenue, on aura donc
dZ

o = 0 : la propagation de la retenue s’arrétera donc la.

Qu’en est-il de 'écriture finale de z? A priori, I'exposant de e, de z devrait étre e,,
mais ce n’est pas toujours le cas. En effet, il se peut que les premiers digits de z tels qu’ils
ont été calculés soient nuls, ce qui n’est pas compatible avec une écriture normalisée : il
faut « décaler » ’exposant de sorte que le premier digit soit non nul. Il est tentant de
réutiliser le ng déterminé précédemment, mais dy, pourrait trés bien étre lui-méme nul si
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une retenue y a été propagée. Le plus simple est donc de définir un nouveau ng comme
étant I'indice du premier digit non nul de z. On peut alors écrire :

p+o no—1 p+o p+o— nod
oS S S TS
n=ng n=0
=0

On doit stocker une représentation de z avec une précision p : il faut donc tronquer ce
résultat. .. ce qui n’est possible que si p+ 9 —ng > p. Si ce n’est pas le cas, il faut rajouter
des zéros. Or, on ne peut pas les rajouter a la fin (cela reviendrait a proposer une mauvaise
représentation du nombre, puisque rien n’indique que les digits manquants soient nuls). I
faut donc les rajouter au début : dans ce cas, z sera un flottant dénormalisé. Notons A le
nombre de zéros a rajouter :

A=p—(p+J—mng)=mno—29.

Ainsi :

Les digits de 0 & A — 1 étant nuls, on peut alors écrire :

p dz p z
y = bey—no-i-A Z ntno—A _ pev—m n+ny
b’
n=0 n=0

ou on a posé ni = ng — A. On peut remarquer que ’écriture obtenue est la méme que la
précédente, si ce n’est que 'on utilise n; au lieu de ng. Comme ny = 4, il suffit alors de
définir ny = min(ng, ) et les deux cas seront traités automatiquement. Avec tout ceci en
téte, on obtient I’Algorithme A.3.1.

Remarque A.3.2. Tout comme pour ’addition, il ne faut pas croire qu’il s’agit 1a de
I’algorithme réellement implémenté dans les ordinateurs. L’ Algorithme A.3.1 propose
une fagon de voir la soustraction entre deux flottants, qui n’est pas optimale, mais
qui permet de mieux comprendre le comportement de cette opération et les erreurs
qu’elle peut engendrer.
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Algorithme A.3.1 : Soustraction

Entrée : z = b°~ ni(] ‘Z—E et y = b ni() ‘Z—,% deux flottants normalisés positifs tels
que xz < y.
Sortie : z =y —x
0:=ey—ey
pour n de0 ad—1
| dz =Y
pour n de d ap
| di=dh—di s
pourndep+1ap+0
| di = —d2

pourn dep+4 al
sidz >0
‘ d; =
sinon
d?=d? +b

; — d~z

0 0

Définir ng tel que : d;;  # 0 et Vn € [0,n0 — 1],d;, =0
np = min(ng, 0)

e, =ey —n

P

dZ
z:=b% ) "1:;"1
n=0

Remarque A.3.3. L’Algorithme A.3.1 effectue un calcul en « précision infinie ». En
particulier, on ne restreint pas le nombre de digits supplémentaires utilisés si § > 0.
Ces « digits de garde » ne sont pas nécessaires dans le cas de ’addition, mais sont
nécessaires dans le cas de la soustraction puisqu’ils sont sources de retenues.

Remarque A.3.4. Le passage par la précision infinie ne permet pas d’empécher
les cas d’annulation catastrophique : si beaucoup des premiers digits s’annulent, on
peut perdre suffisamment de précision pour n’obtenir qu’un nombre dénormalisé. Il
est a noter qu’il ne s’agit pas de la forme dénormalisée proposée par la norme IEEE
754. Pour cela, il faudrait ramener le nombre a ’exposant minimal autorisé (ce qui
impliquerait une potentielle perte de précision supplémentaire).
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Remarque A.3.5. L’Algorithme A.3.1 n’est valable que pour calculer z = y —
dans le cas 0 < z < y. Si 0 < y < x, on peut |'utiliser pour calculer Z .=z — y et en
déduire z = —Z. Si x et y sont tous les deux négatifs, alors :

z=y—x=—(lyl - |z])
donc on peut calculer |y| — |z| et en déduire z. Dans le cas o x < 0 < y, alors
z=y—z=y+|z|

et il s’agit d’une addition. On se rameéne également & ’addition dans le cas y < 0 < x.
Enfin, le cas x = y est évident.

A.4 Multiplication

Intéressons-nous a la multiplication des flottants, toujours positifs, = et y. Ecrivons
directement une premiére approche :

P T P d% p p zd;/n

n=0m=0

Il ne s’agit pas encore d’une premiére décomposition de z : le coefficient de chaque puissance
de b n’apparait pas clairement. La décomposition d’un nombre flottant n’étant finalement
rien d’autre qu'un polynéme, on peut réécrire ce produit :

min(n,p) d dv

z=b=T Z > %

n=0 m=n—min(n,p)

ve, [N N Dndnm
=p

n=0m=0 n=

¢ d%dim
2.
n—p

On procéde alors comme pour l'addition et la soustraction en définissant des digits tem-
poraires :

m=

m-n—m?

Z s d? sin € [0,p],
dz = ™)
> dndd_,, sin€p+1,2].

m=n—p

Les digits de x et y étant tous compris entre 0 et b — 1, on va avoir :
Vn € [0,p], 0<d:i<(n+1)(b—1)%

ainsi que :

Vnelp+1,2p], 0<d;<(@2p—n+1)(b—1)%
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Il est donc possible d’avoir des digits temporaires supérieurs ou égaux & b. Comme dans
le cas de ’addition, de telles positions vont générer des retenues. Effectuons la division
euclidienne d’un tel digit par b :

di =gb+r, avecqeNetre|0,b—1].

On obtient alors : ~ _

dn _ dn=dbwab v 4

pn pn T pn—1°
Reste la question du 0-éme digit : que faire si Jg > b7 Dans ce cas, il faut créer autant
de nouveaux digits que nécessaire. On commence donc par effectuer la division euclidienne
de Jg par b pour connaitre le premier digit & créer. Si ce nouveau digit est lui encore trop
grand, on effectue sa division euclidienne par b pour connaitre le second digit & créer, et
ainsi de suite, jusqu’a avoir un digit « légal », compris entre 0 et b — 1. L’exposant de z
devra alors étre décalé autant de fois que de nouveaux digits ont été créés. En effet, notons
k le nombre de digits nouvellement créés. Autrement dit :

0 z
s dy

n=—=k
Ainsi :
0 2z p d? N k d? . p+k d? N
_ 1ezte n n _ 1exztey+ n— n—
o (S e (e $ )
n——=FL n=1 n=0 n=k+1

Remarque A.4.2. L’Algorithme A.4.1 n’utilise pas le fait que x et y sont positifs.
Dans le cas général, on peut simplement utiliser cet algorithme en utilisant les expo-
sants et les significandes de z et y. On détermine le signe de z indépendamment, &
partir de ceux de = et y.

A.5 Division

On s’intéresse maintenant a la division entre deux flottants positifs « et y, en supposant
y > 0. Commencons par écrire :

dp

bn p d* 1

o= f _ beac 5:1: _ n=0 _ mn
== = = E 2.
y  bovs, Sy Sy b

Les digits de 2z seraient donc tout simplement donnés par dZ = %. Comme df € [0,b — 1]

et s, € [1,b], on a bien dZ € [0,b—1]. Cependant, rien ne garantit qu'il s’agisse d’un entier :
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Algorithme A.4.1 : Multiplication

P 2
Entrée : z = 0% > ‘Z—f{ et y=">0% > ‘Z—,% deux flottants normalisés positifs
Sortie : z = xy
pour n de 0 ap

dz =Y dz,d!
m=0

mn—m

pour n dep+1 a2p
P
dz = 5 d&d”

n m“n—m
m=n—p

pour n de 2p a1
sidi <b
‘ d; =

sinon

7z

n

Effectuer la division euclidienne d? = gb +r
dZ =r

Ay =d; 1 +q

k=0
tant que Jik >b
Effectuer la division euclidienne d®; = ¢b+r

)
A (1) =1
k=k+1
dz, =d*,
e, =€z +ey+k
p dz,]c
z=b% ) S5k
n=0

cela ne peut donc pas étre un digit! Une solution simple consiste bien siir & prendre la
partie entiére de ce nombre. On peut alors écrire

&= &)+ f, avee fui=d; = |d3)

On aimerait définir le n-éme digit de z comme étant |dZ |, donc l'idée est de « renvoyer »
fn sur le (n 4+ 1)-éme digit. On peut faire cela assez facilement :
AR AN AN
pn pn Topn pn — pn pn+1’
On souhaite obtenir une écriture normalisée du résultat. Il faut donc s’intéresser au cas
ol les premiers digits déterminés sont nuls. Une possibilité est de compter ces digits nuls
pour ensuite décaler 'exposant du résultat. Au final, on obtient I’Algorithme A.5.1.
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Algorithme A.5.1 : Division

P
Entrée : z = b* ‘Z—f{ >0 et y=b%s, > 0 deux flottants normalisés

n=0
Sortie : z = 5

f-1=0

k=20

pour n de 0 ap

C‘ZZ — dﬁ"!‘bfnfl
n "

& = |dz]

?s
I
IS8

I

|
ISH
SR

Remarque A.5.2. De méme que pour la multiplication, I’Algorithme A.5.1 peut
aussi s’utiliser avec des nombres non positifs : dans ce cas, le signe se déduit indé-
pendamment.



Annexe B

Polynémes de Tchebychev

Les polynémes de Tchebychev sont utiles un peu partout en analyse numérique. On
regroupe ici quelques résultats intéressants, certains étant utilisés dans le reste du cours.

B.1 Définition et premiéres propriétés

Une maniére de définir les polynémes de Tchebychev est d’utiliser une formule de
récurrence. On définit ainsi (T)x par Tp =1, 71 == X et :

Vk € N*, Tpv1 =2XTy —T—1.

Proposition B.1.1. Pour tout £ € N, T}, est de degré k et son coefficient dominant,
pour k > 1, est donné par 2F~1,

Démonstration. On procéde par récurrence. Pour le degré, on commence par Ty = 1, qui
est bien de degré 0, et 71 = X, qui est bien de degré 1. Par ailleurs, le coefficient dominant
de Ty est 1 = 2'~1. On doit également calculer :

Ty =2XT, — Tp = 2X? -1,

dont le coefficient dominant est 2 = 22~1. Supposons donc que la propriété est vraie jusqu’a
un certain k € N*. Alors :
Teyr =2XTy — Tk

est de degré deg Ty, +1 = k+1 car deg 1,1 = k—1 donc aucune compensation n’aura lieu.
De méme, le coeflicient dominant de T est donné par deux fois celui de Tk, c’est-a-dire
2 x 2k=1 = 9k, [

Proposition B.1.2. Pour tout k£ € N, le polyndéme T} est pair si k est pair, et impair
si k est impair.

139
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Démonstration. On vérifie que Ty = 1 est pair, tandis que 77 = X est impair. Supposons
donc ce résultat vrai jusqu’a un certain £ € N. Une autre maniére de I’écrire est que la
parité de T}, est celle de k :

Ti(—X) = (DT (X).

A D’étape suivante, on a ainsi :
Tir1(—=X) = —2XT)(—X) — Tp—1(—X)
= 22X (—DFT(X) — (=D 1T (X)
= ()M QX T (X) — Tp-1 (X))
= (="' (X),

ot il ne faut pas oublier I'égalité tout simple (—1)k¥=1 = (—1)k+11 [ ]

B.2 Une histoire de cosinus

Les polynémes de Tchebychev sont souvent connus pour leur restriction & l'intervalle
[—1,1]. Et pour cause : ils peuvent y étre exprimés comme des cosinus, ce qui peut paraitre
plutét surprenant au premier abord pour des polynémes. Montrons cela.

Lemme B.2.1. Pour tout k& € N, T} vérifie la relation :
V8 e R, Tj(cos) = cos(kf).

Démonstration. On procéde encore une fois par récurrence. L’initialisation est assez
facile :

To(cosf) =1 = cos(0-0),
T1(cos @) = cos = cos(1-0).
Supposons donc le résultat vrai jusqu’a un certain rang k € N. Alors :

Ty+1(cos ) = 2cos 0Ty (cos ) — Ty_1(cos )
= 2cos cos(kf) — cos((k — 1)0).

Or:
Y(a,b) € R?, 2cosacosb = cos(a + b) + cos(a — b).

Ici, on obtient donc :
2 cos 6 cos(kf) = cos((k + 1)0) + cos((k — 1)),

et ainsi :

Ti11(cos8) = cos((k + 1)6),

et le résultat est démontré. |
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Proposition B.2.2. Pour tout k € N, on a :
Vu € [-1,1], Ty(u) = cos(karccosu).

Démonstration. Soit u € [—1,1]. Alors il existe un unique 6 € [0, 7] tel que u = cos 6.
On applique alors le lemme précédent :

Tk (u) = Ti(cos0) = cos(kf) = cos(k arccos u).

De cette expression, on peut déja tirer un résultat simple :
VEeN, Tp(1)=1 et Tp(—1)=(-1)*,

simplement en calculant arccos 1 = 0 et arccos(—1) = 7 (ou, si on ne veut le faire que pour
1, utiliser la parité de T} pour —1).

On peut déterminer les zéros de cette expression plutot facilement. Autrement dit, on
peut calculer toutes les racines de T}, situées sur U'intervalle [—1, 1]. C’est 'objet du résultat
suivant, ol on a également la bonne idée de compter le nombre de racines obtenues.

Proposition B.2.3. Pour tout k € N*, T, admet k racines distinctes, toutes situées
dans l'intervalle [—1, 1] et données par :

T ommw
Vm e [0,k —1], up = cos (ﬂ—i_T) .
Démonstration. Soit u € [—1, 1] tel que Ty (u) = 0. Alors :
T (u) = cos(k arccos u) = 0.
Ainsi, il existe m € Z tel que :

s
k arccosu = 5 + mm,

ce qui donne :

T mm
= cost,, avecty, =—-+ —.

o mn
2k k

2k k

Déterminons les ¢, situés dans l'intervalle [0, 7] :

u:COS<

1 1
0<t,, <m @quad—igmgk—?

Comme m est entier, on obtient k& points distincts :
T omm
va[[O,k—lﬂ, tm:%+7,
et les racines de T} correspondantes cost,,.
On a donc trouvé k racines de T}, qui est un polynéme de degré k : il n’y en a donc
pas d’autre. [ |
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On peut procéder de maniére similaire pour déterminer les extrema de ces polyndmes
sur Uintervalle [—1, 1].

Proposition B.2.4. Pour tout &k € N*, T}, atteint exactement k41 fois son extremum
sur lintervalle [—1,1] :

Vm € [0,k], Ti(um)=(—1)" avec u,, = cos (%) )

Démonstration. Sur cet intervalle, on a déja montré :
Vu € [-1,1], Ty(u) = cos(karccosu),

donc, en particulier :
Vu e [-1,1], |Tr(u)] < 1.

Soit u € [—1,1] un extremum de T}, c’est-a-dire |Ti(u)| = 1, ou encore Tg(u) = £1. On a
donc :
cos(k arccosu) = +1.

Ainsi, il existe m € Z tel que :
k arccos u = mar.

Autrement dit :
En notant

on peut rechercher t,, € [0, 7] :
0<t, <7 <<= 0<m<k.

On obtient ainsi k 4 1 extrema distincts, pour m € [0, k]. [ |

B.3 Et aussi de cosinus hyperbolique

Nous avons déja montré une certaine relation entre les polynémes de Tchebychev et le
cosinus. On peut en fait montrer la méme relation avec le cosinus hypoerbolique.

Lemme B.3.1. Pour tout k£ € N, T}, vérifie la relation :
Vy € R, Ti(coshy) = cosh(ky).
Démonstration. Commencons par initialiser la récurrence :

To(coshy) =1 = cosh(0 - y),
T (coshy) = coshy = cosh(1 - y).
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Supposons le résultat vrai jusqu’a un certain rang k € N. Alors :

Ti+1(coshy) = 2 cosh yTy(coshy) — Ti_1(coshy)
= 2 coshy cosh(ky) — cosh((k — 1)y).

Or:
V(a,b) € R?, 2coshacoshb = cosh(a + b) + cosh(a — b),

et on peut donc conclure comme pour le cosinus. |

Proposition B.3.2. Pour tout £k € N, on a :
Vo € [1,400[, Tk(x) = cosh(karccoshz).

Démonstration. Soit x € [1,4o0o[. Il existe un unique y € RT tel que coshy = z. On
applique alors le lemme précédent pour conclure. |

De cette formule on tire notamment :

Vo e [1,+o00[, Ti(z)>1.

Proposition B.3.3. Pour tout k € N, on a :
Vi € ]—o0, —1], Ti(z) = (—1)* cosh(k arccosh(—x)).

Démonstration. On utilise simplement le résultat précédent et la parité. Pour tout x €
|—00,—1], —x € [1,400[ et on peut écrire :

Ti(z) = (=1)*T(—z) = (1) cosh(k arccosh(—z)).

B.4 Une expression a base de racines carrées

Continuons notre petit panorama avec une expression explicite des polynémes de Tche-
bychev, pas forcément la plus connue, mais parfois utile.

Lemme B.4.1. Pour tout £k € N, on a :

Vo e [1,+00], Ti(z)= % <(5B+ Va? — 1>k + (:L’ —Va?— 1)k> .
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Démonstration. Soit x € [1,+0o[. On trouve un unique y € R™ tel que coshy = z.

Ainsi :
ek 4 e—ky

Ty (x) = Ty (coshy) = cosh(ky) = 5

Or:
e = (e¥)* = (coshy + sinh y)*.

Comme y > 0, alors sinh > 0, donc on peut écrire

sinhy = 1/cosh?y — 1.
k k
ek = <coshy+\/cosh2y—1> :<x+\/x2—1> ,

en revenant a la définition de y. On montre de la méme fagon :

Ainsi :

k : k k
e™ = (coshy — sinh y) :(x— 1:2—1) ,

d’ott le résultat. |
Lemme B.4.2. Pour tout k € N, on a :
1 k k
Va € |—o0, —1], Tk(x):2<(x+\/x2—1> —|—(ac— ac2—1) )

Démonstration. Soit x € |—o0, —1]. Alors —x € [1,+0o0[ et ainsi, grace au résulat pré-
cédent :

Tk(—x):;<(—x+ (—a:)2—1>k+<—:c— (—:v)2—1>>
=;<(—$+\/ﬂﬁ>k+<—x— x2—1)k>
(v D))
- ((x_ 2 1) 4 (o xz_l)’j,
et on conclut avec la parité de T. n

On peut faire un raisonnement similaire & celui effectué sur [1, 400 en travaillant sur
[—1,1], & ceci prés qu'il faut passer par les nombres complexes.
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Lemme B.4.3. Pour tout £k € N, on a :
1 k k
Vo e [—1,1], Tk(x)ZQ((:er\/le) +(xf x271) >

Démonstration. Soit z € [—1,1]. Il existe un unique y € [0, 7] tel que cosy = x. Ainsi :

iky —iky
Ti(2) = Ti(cosy) = cos(hy) = ——
Or : ' '
ety = (eW)F = (cosy + isiny)".

Comme y € [0, 7], siny > 0, donc :

siny = /1 — cos? y,

d’our :

isiny = vV—1y/1 — cos?y = v/cos?y — 1,
et on peut faire de méme avec e~**¥ pour obtenir le résultat. |

On a finalement couvert tout l'intervalle réel, avec une seule et méme formule. On
formalise ce résumé dans le résultat suivant.

Proposition B.4.4. Pour tout k € N, on a :

Vz € R, Tk(w):;((ﬂs—k \/x2—1>k+ (a:— xQ—l)k>.



Annexe C

Autour d’un mystére de
I’arithmétique flottante

On considére un systéme de nombres flottants en base b = 2, en précision p € N*, et
sans restriction d’exposants pour simplifier. On pose x := 0.1 et on note Z := fl(x) son
représentant flottant. On pose également y = 0.2, z :== 0.3, et § = fl(y), 2 := fi(z). On
définit o := & + g, et on cherche & déterminer si 6 := fl(o0) = 2. Autrement dit, a-t-on
fi(f1(0.1) + 11(0.2)) = f1(0.3) ?

C.1 Observations

Avant d’aller plus loin, commencons par quelques observations. On utilise les notations
du cours, c’est-a-dire que, pour z € R, 'exposant de z est donné par |log, x|, son signifi-
cande est obtenu avec s := 27%x. On calcule ensuite p := 2Ps, de sorte que z = 2°7Py. On
calcule m € [[2P,2P7! — 1] comme étant I'arrondi de p (qui vaut donc [p] ou |p] +1 selon
celui qui est le plus proche). Si p est exactement au milieu de Uintervalle (u = |u]+3), alors
on arrondit au nombre pair le plus proche. On obtient alors fl(z) = 2¢7Pm. Le Tableau C.1
liste quelques valeurs de m, et m, obtenues pour différentes précisions.

b M My Mz m; Mo Mg
3 12.8 13 9.6 10 9.75 10
4 25.6 26 19.2 19 19.5 20
) 51.2 ol 38.4 38 38.25 38
6 102.4 102 76.8 77 76.5 76
7 204.8 205 153.6 154  153.75 154
8 409.6 410  307.2 307  307.5 308
9 819.2 819 614.4 614 614.25 614

10 1638.4 1638 1228.8 1229 1228.5 1228

TABLE C.1 — Quelques représentations flottantes de 0.3 et 0.1 + 0.2.
Si ce tableau est probablement quelque peu indigeste au premier coup d’ceil, on peut
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y remarquer un fait intéressant : dans certains cas m, = m,. Comme les exposants de z
et de o sont les mémes (on va le montrer juste aprés), on en déduit que, dans ces cas-1a,
z = . Des valeurs de p testées dans ce tableau, il apparait que I’'égalité intervient lorsque p
est impair. Lorsque p est pair, m, # m,. On a parfois m, = m, + 1, parfois m, = m, — 1.
Plus précisément, on alterne entre ces deux possibilités. Nous allons montrer que tout cela
est vrai, en toute généralité (et donc pas seulement jusqu’a p = 10!).

Au passage, c’est ce qui explique qu'un ordinateur nous dise que 0.1 + 0.2 # 0.3 :
le format binary64 (double précision) utilise une précision p = 52, qui est paire. Il y a
quelques années, lorsque la simple précision était le standard, et donc le format binary32,
les ordinateurs nous disaient bien que 0.1 + 0.2 = 0.3 : ce format utilise une précision
p = 23, qui est impaire !

C.2 Quelques relations préliminaires

Commengons par remarquer :

0.0625 =274 < 0.1 <0.125 = 273.

Ainsi :
—4 <logyz < —3,
d’ott 'on déduit 'exposant de z : e, = |[logy z] = —4. On obtient ainsi le significande de
x:
_ 4 24
Sp=2"“x =2 -0.1:E:1.6.

On peut alors définir p, = 2Ps,. L'arrondi my € {|pz], |pz] + 1} permet alors d’obtenir
le représentant flottant de z : & = 274 Pmy,.
Occupons-nous maintenant de y en notant :

0125 =2"3<0.2<0.25 =272,
d’ott ey = —3. Remarquons maintenant que y = 2x. Ainsi :
Sy =2y = 23 .20 =2 = g,
On en déduit directement p, = u, et donc my = m;. Donc :
g=2"3Pmy, =2.2"""Pm, =23
L’exposant de z s’obtient aussi facilement que les autres :
025=2"2<03<05=2""1

donc e, = —2. Remarquons que z = 3z. Ainsi :

3 3
s, =22,=2%.3x = 12% = st.

On en déduit directement :
3

3
“2221)52:213'1%:Z-stx:lux.
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C.3 Expression de la somme

Remarquons maintenant que :

d’on :
Uy = 2Psy > 2P~ 4 9P,
Ainsi :
el > (2771 427 = 2071 g om,
Or, my € {|fta], [z] + 1}, donc on a toujours :
Mg > LMxJ > op—1 + 2P,
Par construction, on a par ailleurs m, < 2P*1 d’oil pour résumer :
2P~ 4 2P <y, < 2P
Exprimons la somme qui nous intéresse :
c=24+0=2+28=3:=2"*".3m,.
Or :
3.2071 43,20 < 3m, < 3. 20T

Tachons de ne conserver que des puissances de deux. Commencons par le membre de

droite :
op+3 | op+2

< P13,
2

3. 2P+1 — (2 4 1) . 2p+1 — 2p+2 + 2p+1 —
Occupons-nous maintenant du membre de gauche :
3.9r~1 1 g3.9P —9p 4 9p=1 4 optl 4 op
=2.2P 4 2P 4 ol
— optl 4 op—1 4 op+tl

— 2p+2 + 217_1
> opt2,
Ainsi :
P2 < 3, < 2PF3,
d’otn :

2*2 — 2*4*]’ . 2p+2 <o< 2*4*17 . 2p+3 — 2717

d’ou 'on déduit e, = —2.
Continuons sur notre lancée :

Se =220 = 27277 . 3m,.
Ainsi : 5
e = 2Ps, = 272.3m, = me

Dans la suite, on notera m, ’arrondi de -



ANNEXE C. AUTOUR D’UN MYSTERE DE L’ARITHMETIQUE FLOTTANTE 149

C.4 Une histoire de parité

C.4.1 Premier cas impair

Supposons qu’il existe ¢ € N tel que p = 4qg + 1. Alors on trouve k € N tel que :

2P = 2%t — 10k + 2.

Ainsi :
2Pt — 16 2P = 10 - 16k + 32 = 10(16k + 3) + 2.
On obtient :
I i 16k 13 + -
pa =270 01 = 5= = 5
On en déduit |pg] = 16k + 3, et surtout :
1 1
My = |pz] car <3
Donc :
e = [pa] + 2 =ma+ <
On a ainsi :
3 3 N 3
—fhy = —Mg + —.
gt =M Ty
Or, %um =, et %mx = le. Donc :
3
Ho = H="90"

Par ailleurs :
P2 — 4.9 =104k 48,

donc :
3.2P2 =10 12k + 24 = 10(12k + 2) + 4.
Ainsi : o
3 3-2P 2
= Sy = =12k +2+ =
He = yHa 10 tets
On en déduit m, = |p, | et ainsi :
L2
=m —
Hz z 5
On réunit le tout :
n 2 3 n 1
=m - — =m,+ .
Ho =Mzt g =5 =M= T}

On en déduit [pys| = m,, et my = | o] car % < % Autrement dit, my = m, et 6 = 2.
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C.4.2 Second cas impair

Deuxiéme possibilité pour que p soit impair : p = 4¢ + 3. Dans ce cas, on trouve k € N
tel que :
2P = 2403 — 10k + 8.

Ainsi :
2Pt — 10 - 16k + 128 = 10(16k 4 12) + 8.
On obtient :
opt+d 4
My = :16k+12+5.
On en déduit |p, | = 16k + 12 et my = |y, | + 1. Ainsi :
o] + = 142 !
= — =My — - =My — —.
On a ainsi :
3 3 3
- —My — —.
gHe =M 7 5
On a donc trouvé : 5
Ho = Hz + %

Par ailleurs :
2P2 =10 - 4k + 32 = 10(4k + 3) + 2,
d’our :
3202 = 10(12k + 9) + 6.

On en déduit :
3. 2p+2

:12k+9+§.

H== "0 5

Donc m, = |u] + 1 et :

3 3
Mz:LﬂZJ+g:mz_1+g-
Ainsi :
=m —1+§+i—m —1—i—§
/‘LU_ z 5 20_ z 47

d’ou 'on déduit |puy| =m, —1 et my = |po] +1=m,, dou é = 2.
C.4.3 Premier cas pair
Supposons maintenant que p soit de la forme 4q + 2. Alors il existe k € N tel que :
2P = 2102 — 10k 4 4.

Ainsi :
2Pt — 10 - 16k + 64 = 10(16k + 6) + 4.
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Donc :
2 16k + 6 2
He =07 = +6+ 5
Ainsi my = || et :
2
Mg = Mg + 5
On en déduit : 3
Mz = po + 10

Reprenons nos puissances de deux :
2P+2 =10 - 4k + 16 = 10(4k + 1) + 6.
Ainsi :
3-2P72 = 10(12k + 3) + 18 = 10(12k + 4) + 8.

Donc : 4

w, =12k + 4+ R
d’ott 'on déduit :

my, = |pu.] +1 =12k + 5,

dont on peut déja remarquer qu’il est impair. Reprenons :

=)t s =ms 14
Hz = [Hz 5—mz 5

Ainsi :
5 1+4 5 1+1
IU’O' /’LZ 10 z 5 10 z 27

donc |y | = m, — 1. La partie fractionnaire étant exactement %, on doit arbitrer et choisir
Ientier pair le plus proche. Comme m, est impair, on obtient m, = m, — 1. En particulier,
my # m,, doil & # 2.

C.4.4 Second cas pair

Reste un dernier cas : p = 4q + 4. Dans ce cas, on trouve k € N tel que :

2P — 9%t4 — 10k + 6.

Alors :
2P =10 - 16k + 96 = 10(16k + 9) + 6,
d’ou : i
2p 3
= =16k +9+ —.
En particulier, my = [pz] + 1 et :
3 2
Po=My—14+—-=my — —.

5 )
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On en déduit :

.3
Ho = H=T 94

Par ailleurs :
P2 = 10 - 4k 4+ 24 = 10(4k + 2) + 4,
d’otu :
3-2P72 = 10(12k + 6) + 12 = 10(12k + 7) + 2,
donc :

1

En particulier, m, = |u,| = 12k + 7 qui est impair, et :

1
Mz :m2+5
On obtient alors :
1 3 1
fo=m:t gt =Mty

Donc |ps] = my, mais on doit arbitrer et arrondir au pair, ce que m, n’est pas, donc
Me = o] +1 =m, + 1, donc 6 # 2.

C.5 Derniére remarque

L’utilisation des unités des puissances de deux permet aussi de montrer assez facilement
que 0.1 ne peut étre représenté de maniére exacte en base 2 en précision finie. En effet, on
peut toujours écrire :

op+4
He =10
Dire que x peut étre représenté de maniére exacte signifie que 'on a x = z. Comme

x=2"4"Pp, et & =274Pm,, cette égalité est équivalente A avoir p, = my, ce qui arrive
si et seulement si p, € Z.
Or, quel que soit p € N*| il existe k € N tel que :

2P — 10k 4 d, avecd € {2,4,8,6}.

Ainsi :

d
R
H ET

Pour que p, soit entier, il faudrait donc avoir % = 0, soit encore d = 0, ce qui n’arrive
jamais.



Annexe D

Factorisation LU des matrices
tridiagonales

On consideére A € M, (R) tridiagonale admettant une factorisation LU. On va montrer
que cette structure est idéale pour la factorisation LU : les matrices L et U seront elles
bidiagonales, ce qui est plutdt intéressant en terme de stockage. En bonus, on va également
montrer que la surdiagonale de U n’est autre que celle de A.

On s’appuie pour cela sur 'Algorithme 3.4.3, et on procéde par récurrence sur k €
[1,n] : on va montrer le résultat ligne par ligne pour U, et colonne par colonne pour L.

La premiére ligne de U n’est autre que celle de A, et la premiére colonne de L est celle
de A, divisée par Aq1. Le résultat est donc vrai pour k = 1. Supposons qu’il le soit jusqu’a
un certain k € [1,n — 1]. La (k + 1)-éme ligne de U peut étre définie par :

k
Vj (S [UC + 1,TL]], Uk+17j = Ak+1,j — Z Lk—i—l,iUi,j-
i=1

Pour tout ¢ € [1,k], par hypothése de récurrence, si j ¢ {i,i + 1}, alors U;; = 0. Pour
ie[l,k—1],onai+1<k<k+1<j, donc Uj; = 0. Il ne reste alors au plus que le cas
i = k dans la somme :

Vi€ lk+1,n], Ukt =Akt15 — Lit16Uk,-
Pour j > k+2>k+1,Ug; =0 et ainsi :
Uk+1,; = Akt1,5s

ce qui montre que la (k 4+ 1)-éme ligne de U a bien la structure annoncée.
La (k + 1)-éme colonne de L peut quant & elle étre définie par :

1

k
| Aikt1 — Z Li;jUjk+1
Ukt1,k+1

j=1

Vi € [[k’ + 2,71]], Li,k-i—l =

153
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Comme pour U, pour j € [1, k], par hypothése de récurrence, si ¢ ¢ {j,j+1}, alors L;; = 0.
Or, pour j € [1,k],j+1<k+1<k+2<1 donc L;j; =0, donc la somme est nulle et :
Vie[k+2,n], Ligy = Aikrr
’ Uk+1,k+1

Par hypothése sur A, on obtient 1a encore la structure annoncée.

Les matrices L et U ayant une structure aussi creuse que celle de A, il peut étre
intéressant d’adapter I'algorithme de construction de ces matrices : la version générale va
en effet devoir calculer inutilement plein de coefficients qui ne sont rien d’autre que zéro.
Comme L et U sont bidiagonales, il n’y a que quatre diagonales & construire au total. Mieux
encore, la diagonale principale de L n’est constituée que de 1, donc il n’y a rien a calculer,
et il en va de méme pour la surdiagonale de U qui est la méme que celle de A. 11 ne reste
donc que deux diagonales & construire : la sous-diagonale de L, et la diagonale principale
de U, pour lesquelles on va simplement réutiliser les formules connues (en prenant bien
soin de ne pas écrire des sommes inutilement longues!). On obtient I’Algorithme D.0.1.

Algorithme D.0.1 : Factorisation LU d’une matrice tridiagonale
U:=0
L=1
pour j del a2
L Ulj = Alj
pour k de 2 an
Ag k-1

Lyp1 ="
’ Uk—1,k—1

Uik = Agi, — L p—1Up—1
Uk i+1 = Ag ky1

On notera que le cas k = n est en réalité un peu particulier pour la matrice U, puisque
le coefficient Uy, 41 n’existe pas. Comme il ne fait intervenir aucune opération élémentaire,
dans un soucis de simplicité, on choisit d’ignorer ce cas particulier.

L’initialisation de la premiére ligne de U ne nécessite aucune opération élémentaire.
Pour chaque k € [2,n], on compte 1 division pour le coefficient sous-diagonal de L, ainsi
que 1 multiplication et 1 addition pour le coefficient diagonal de U, et rien pour le coefficient
surdiagonal de U. Au total, on obtient :

n
> (1+1+1)=3(n—1)=3n—3 flops.
k=2

Intéressons-nous maintenant aux aspects numériques : en pratique, avec les erreurs d’ar-
rondis, on n’obtiendra pas exactement L et U. Comme on n’effectue que peu d’opérations,
on devrait cependant ne pas en étre trop éloignés. Vérifions cela.

A chaque étape k € [2,n], on calcule le coefficient sous-diagonal de L avec la formule :
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En appliquant le Lemme 3.2.7, on trouve ainsi 9’19”671 tel que |(9]1€’k71

Lk Ui 1o (U + 05571 = Ap gy

Autrement dit :

s 5 - ~ kk—1
Ly i—1Uk—1 k-1 = Ap i1 =L p—1Up—1 107" .
—_—

(LO)je, -1 =(0A)k,k—1
Le coefficient diagonal de U est calculé par la formule :
Uki = Agi, — Lig k—1Ug—1 k-
Toujours par application du méme lemme, on trouve Qlf’k et élfk tels que :
U1+ 65F) = Apy — Li g1 Upo o (1 + 07).
Comme ﬁkk =1, on obtient 14 encore :

(LU )ipe = At + (04) k-

| <moet:
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La définition du coefficient sur-diagonal de U n’améne & aucune erreur d’arrondi. Toujours

en utilisant [A/kk =1, on obtient :

(LU )k i1 = Ap i



Annexe E

Préconditionnement du Laplacien
discret

On s’intéresse & notre matrice tridiagonale préférée :

de taille n x n.

E.1 Elements propres

La matrice A est symétrique de maniére évidente. Montrons qu’elle est également
définie positive. Soit pour cela z € R™. On note = (x1,...,2,)! et on pose xg = Tpy1 = 0

156
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pour simplifier la suite. Ainsi :

(Az,z) = Z(—xi_l +2x; — miy1)x;

i=1
n n

Z(—iﬁz’flxi + %2) + Z(l‘? — Tiq17;)
i=1 i=1

n n+1
= Z(—xi_lxi + $12) + 2(3%271 - xixi_l)
1=1 1=2

n
2 2 2 2
— xo w1+ 2]+ g (xf —2mjmiq + xi_ ) + ) — Tp Tntl
0 =2
~ = =0

n
= (z1 —w0)? + Z(Iz — 2 1)? + (g1 — o)
=2

De plus, si (Az,z) =0, alors :
Vie[l,n+1], (z;—xi1)*>=0,
donc tous les x; sont égaux. Comme g = z,4+1 = 0, ils sont tous nuls, donc x = 0.

Soit A € Sp(A), et soit z € R™ \ {0} un vecteur propre associé. Commengons par
montrer que A € R;. En effet, par définition de X et de z, on a :

Ax = Az.
La transposée de cette égalité donne alors :
2T AT = Xa 7.
On multiplie & droite par x :
T AT

T x=\xlz.

A droite, on reconnait 272 = ||z||2. A gauche, comme A est symétrique, on trouve (Az, ) €
R} par ce qui précéde. Donc A € R},

Par ailleurs, le théoréme de Gerschgorin permet de montrer que A est dans 'union de
tous les disques de Gerschgdrin, union qui n’est ici rien d’autre que le disque centré en 2
et de rayon 2. On a donc obtenu :

Sp(A) C ]0,4].

Nous allons chercher & expliciter x et A. On reprend la notation x = (1, ...,7,)? ainsi
que la convention g = x,4+1 = 0. Comme Ax = Az, on trouve ainsi :

Vk e [1,n], —zp_1+ 2z — Tk = ATk
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En rassemblant les termes en x; et en décalant I’indice, on obtient :
Vk e [0,n—1], —xr+(2—N)xgt1 — Tp2 =0.
On définit alors le polynéme caractéristique associé :
P(X)=-X’4+(2-MX—1.
Soit A son discriminant :
A=(2-)N?—4

Or, A €]0,4], donc :
2 - <2,

soit :

A=(2-)N?—-4<0.

Supposons A = 0. Alors P admet une racine réelle double r et il existe (o, 3) € R? tel
que :
Ve [0,n+1], =z = (a+ Bk)r".

En considérant k£ = 0, on obtient :
0=z9=aq,

donc :
Vk e [0,n+1], =z = Bkrk.

Considérons alors k =n+1:
0=xpp1 = B(n+1)r"L

Donc, soit 5 = 0, soit r = 0 : dans tous les cas, x = 0, ce qui contredit sa définition. Ainsi,
le cas A = 0 n’est pas possible.

Comme A < 0, le polyndéme P, qui est & coefficients réels (puisque A est réelle), admet
ainsi deux racines complexes conjuguées, que I’on notera r et 7. Or :

PX)=-X>4+2-NX-1=—-(X-nNX-7F)=-X>+@r+7X—|r%
Par identification, on obtient notamment :
Irl =1,
donc 7 est de module 1. Ainsi, il existe 8 € R tel que :
r=e".

On trouve ainsi (a, ) € R? :

Vk € [0,n+1], xp = acos(kf)+ Bsin(k6).
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Considérons k£ =0 :
0=1z9=q.
Ainsi :
Vk € [0,n+ 1], xx = [sin(k0).
Par ailleurs :
0 =zpt1 = Bsin((n+ 1)6).

Comme z # 0, on ne peut pas avoir 5 = 0. Donc sin((n + 1)f) = 0. Ainsi, il existe m € Z
tel que :
(n+1)8 = mm,
d’ou :
mm
n+1
De plus, on ne peut avoir m € (n+ 1)Z, car sinon on aurait également = 0. Finalement,
on a donc obtenu :

) mm
Vk € [0,n+ 1], = fsin (kn—i—l)'

De l'identification polyndmiale réalisée plus haut, on peut également déduire :
r+r=2-—M\

Ainsi : A ‘
A=2—(r+7)=2— (e +e%) =2 —2cos.

De l'expression de 6 trouvée précédemment, on tire donc :

)\:2—2cos< mr >
n-+1

Notons y := 2% de sorte que A = 2 — 2 cosy. Faisons un peu de trigonométrie :
Y n+1 Y &
COS Y = COS (2%) = cos? % — sin® % =1—2sin? %

On en déduit :

A=2—2cos mr = 4sin? _mr .
n+1 2(n+1)

Bien évidemment, on n’a pas obtenu une infinité de valeurs propres : on peut simple-
ment considérer m € [1,n] (les cas m = 0 et m = n + 1 étant exclus par ce qui précede),
les autres valeurs étant les mémes.
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E.2 Un mauvais conditionnement

La matrice A étant symétrique, on peut obtenir son conditionnement en norme 2 par

la formule :
m[[ax]]|Am|
me|ln
A= ———— .
cond,(4) min A,
me[l,n]

Or, on connait les valeurs propres de A qui sont telles que :

0< Al <Ay < ... <A,

Ainsi :

4 sin?

conda(A) = == - %(ZL)) sin” (2(211)) ,

D’une part, on a :
nm T
1. in2 _— — qi 2 —_ = 1.
Jm sin (Q(n—i— 1)> sin 5
Ainsi :

V6>O,EINEN/Vn2N,—5§sin2 (2(7711)) —1<e.

En prenant par exemple € = %, on a donc pour n assez grand :

. 9 nmw 1
sin“ (| ——— | > —.
2(n+1) 2
D’autre part, pour x € [0, 7], on peut montrer 0 < sinz < x, donc sin? z < 2?2 et donc,
dans notre cas :

sin’ <2(n7:— 1)) = 4(n7i ek

En combinant ces deux inégalités, on obtient donc, pour n assez grand :

2 1)2
conds(A) > Lt) =c(n+1)>
v
avec ¢ = %
Pour a < b, on pose :
b—a
Ay = ﬁA’ avec h = SR

Comme on sait que le conditionnement d’une matrice est invariant par multiplication par
un scalaire, on obtient pour n assez grand (et donc pour h assez petit) :
(b—a)® ¢

conds(Ayp) = condy(A) > ¢(n 4+ 1)% = 3 =13



ANNEXE E. PRECONDITIONNEMENT DU LAPLACIEN DISCRET 161

avec ¢ == c(b —a)?.

Par ailleurs, pour obtenir les valeurs propres de Ay, il suffit de multiplier celles de A
par h% On obtient :

4 . 5 mm
Vm € [[1,?%]], )\m = ﬁSIH (2(1)—a)h> .

E.3 Préconditionnement

La matrice A, étant symétrique définie positive, on peut utiliser le gradient conjugué
pour résoudre les systémes linéaires associés. L’analyse numérique nous apprend que la
résolution de 'EDP sera plus précise en prenant h petit. Et tout le probléme est 14 : avec
I'inégalité obtenue précédemment, on constate que le conditionnement augmente propo-
tionnellement & 'inverse du carré de h, ce qui est plutot handicapant puisque cela signifie
que le taux de convergence sera proche de 1 assez vite.

On cherche alors une matrice C' symétrique définie positive permettant d’améliorer le
conditionnement du systéme. On a déja vu dans la section dédiée au gradient conjugué
que le systéme qui nous intéresse est défini par la matrice C~1/24,C~/2 . il faut que cette
matrice ait un meilleur conditionnement que celui de Ay. Décomposons A;, de la maniére
habituelle :

A,=D—-E-E".

Un choix naturel consiste & tenter le préconditionneur de Jacobi : C' = D. On va
montrer que c’est inutile. En effet, la diagonale de A est constante : elle est uniquement
constituée de 2. La diagonale de Ay, est donc elle aussi constante. Plus précisément, on a :

2
On en déduit directement :
ol/? = Q[
h b
donc : 2
C*l/QAthl/2 — ?A}u

et on se souvient alors que le conditionnement est invariant par multiplication par un
scalaire donc, quelle que soit la norme :

cond(C™V2A,C71/%) = cond(A4y,).

On aura donc peut-étre un peu plus de chance avec le préconditionneur SSOR. On pose

C=TT" ou: )
Ti=———(D—wE)D2  avecwe]0,2].

Vo2 —w
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Soit x € R™\ {0}. Alors :

2
(D) = (hfx) SR
Par ailleurs, on peut montrer via le quotient de Rayleigh que :
(Ah.f,ilf) 2 )\mionH27

avec Amin la plus petite valeur propre de Ay. Ici, on obtient :

4 U
() 2 Mlal? = v (5 ol

Ainsi : ) )
(Drx) _ Al I

W) = o SinQ( - h) 2  2sin? (Lh) "

h2 2(b—a) 2(b—a)
Par ailleurs, toujours pour € R™ \ {0}, on peut écrire :
(x, ED'ET2) = (ET2, D7 'E"2).

Comme D = %I , on obtient ainsi :

2
(z, ED7'ETz) = h

5 1B ||,
2
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Or E est 'opposée de la partie triangulaire inférieure stricte de Ay, ce qui peut s’écrire :

0 0 1
111 O 1 . .
h2 » Gone h? 0 1
1 0 0
Autrement dit :
Z2
1
Ele=— ,
h? Zn,
0
et ainsi :
1 < 2 1 2
IB o) = > a2 < el
1=2

Ainsi on a obtenu :
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On en déduit :

1

1
2h?

4

1

(z, ED'ETz) 1

1 1
ﬂhﬂﬂégﬁww ﬂhﬂﬂzgﬁww—’ lz[|* = 0.

Comme (Ax,z) > 0, on en déduit notamment :

(z, ED'ETz) — Y(Dz, )
(4, 2)

<0.

On peut appliquer la Proposition 5.2.28 :

2—w < (Apzx, )
T S (Cra)

Vo € R™\ {0},

On utilise alors la Proposition 5.2.24 et la Proposition 5.2.26 :
(2-w)?
1 e
2—w - :
H'“LZS)Q

condy (C™124,C71/2) <

2 —w

Il reste maintenant & chercher & obtenir la meilleure borne possible. On pose pour cela

N2
1+p82E 2w

: — = .
i 2—w 2—w+'u 4w

Cherchons les éventuels points critiques de f. On calcule pour cela :

' 1 H
f(w):m—ﬁ-

On peut alors résoudre 'équation f’(w) = 0, ce qui donne :

_2w2_\/§w2
Fme—oz " \2-w) -

Ainsi :
2w
— =+ .
5w Vi
Comme w € ]0, 2], on trouve :
2w
2—w Vi
On obtient alors :
N/
Wopt =

V2+ i



ANNEXE E. PRECONDITIONNEMENT DU LAPLACIEN DISCRET

On peut par ailleurs montrer qu’il s’agit d’'un minimum puisque :

1" _ 2 L
f (w)—7(2_w)3+w3 > 0.

Explicitons un peu plus la valeur de wept en utilisant la valeur de p :

2

Wopt = ——— -
2

\/;-l-l

2 . 9 71'
; = 4sin <2(b—a)h> .

Comme sin <%) > 0, on obtient :

2
2sin (ﬁh) 1

5 sin (M_);Q .

Wopt =

Pour alléger la suite, on note :

Ainsi :
2
Wopt = .
Pt 95+ 1
Donc : ) 4
s
2 — = 2 — =
“opt 2% +1 2541
d’ou :
2—wept  4s 1234—1 s
dwopt  2s+14 2 2
On trouve alors :
B 1 2—wopt  28+1 S
Or :
_ b
H - 2827
donc :

2%4+1 1 s+4+1 Ltsin (rzfia) h)
J@ort) = — =+ 5= s =
2Sln (mh)

Rappelons que, pour x proche de zéro, on a :

sinx = x + o(x).

164
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Posons, toujours pour alléger les notations :

de sorte que :

Pour h petit, on a alors :

Ainsi :

On en déduit :

Ainsi :

soit encore :

ou méme :

ce qui montre que f(wopt) est équivalent a 2= en zéro : d’'un conditionnement en

est donc passés & du %

P00 —ay

sin (2(;— ” h) — sin(ph).

sin(ph) = ph + o(ph).

_ 14+ph+o(h)
f(UJopt) - W
h h

,1113}) 2ph f (wopt) = 1,

lim th(wopt) =1,

h—0b—a

Lim M =1
hs0 —d ’

b—a

h

b—a

1
hQ?
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Annexe F

Gradient biconjugué

Soit n € N*. Soit A € M, (R) inversible. On s’intéresse a la résolution du systéme
Az =b

avec b € R"™ donné. Plus précisément, on va s’intéresser a la méthode du gradient bicon-
jugué. Soit (%) € R” une donnée initiale. On va construire la suite d’itérés (), par
récurrence :

VkeN, zt®tD =gk 4 E gk

ot v#) € R* est le pas et d¥) € R” est la direction de descente. La suite des directions de
descente est elle-méme construite par récurrence :

VkeN, dF+tD = pk+D) 4o g
ol ap € R* et d® = r©) On reprend les espaces Ry, D et K définis dans la Sous-
section 5.2.4.
F.1 Premiéres propriétés

Comme on l’a fait pour le gradient conjugué, on peut faire en sorte de ne pas faire
appel a la définition du résidu a chaque étape : cette suite vérifie elle-méme une relation
de récurrence. En effet :

PEFD g g (kD)
— b Az — ) 440
RO ENCYF O]

Proposition F.1.1. La suite des directions de descente vérifie :

VkeN, d®er® 4R, .,

166
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| ou R :={0}.

Démonstration. On procéde par récurrence sur k € N. Pour k = 0, comme d(©) = (),
le résultat est évident. Supposons qu’il soit vrai pour un certain rang k € N. Alors :

d(k-‘rl) — d(k+1) +’Y(k)d(k) c T(k-i—l) + Rk‘)
car d®) e Ry, par hypothése de récurrence. |

Tout comme pour le gradient conjugué, on peut montrer que les trois espaces vectoriels
définis sont en réalité les mémes.

Proposition F.1.2. On a :
Vk eN, Rp=D,=Kj.

Démonstration. On procéde par récurrence sur k € N. Pour k = 0, comme d(© = 70 le
résultat est direct. Supposons qu’il existe k € N tel que Ry = Dy = Kj. On a déja montré
d*+1) € Ry, 1, donc Dj4y C Ryyq. De plus :

D) — get) R g ¢ p,

donc Rjpy1 C Dgi1. On a ainsi montré Ry, 1 = Dy.q.
Comme d*) € D, = K}, par hypothése de récurrence, on peut écrire

k
dk) — Z B; IO
=0

donc : .
Ad®) =" g A7),
j=0
On en déduit : o) " W
r = — AdY € Kj,q,
) 1;;_;( k Y E?;: k+1

donc Rgy1 C Kiq1.
Réécrivons maintenant :

k
Ad®) = G ARLO) LN g 43 0)
j=1

de sorte que :

k
A (F) B AR (0) = (k) _ o (kt1) _ o (R) Zl ijlAjT(O) .
J:

ERp 1

J/

€Kr=Ry

Par hypothese, 7(¥) # 0. De plus, si 8 = 0, alors d*) € K;,_; = Dj,_1, ce qui est impossible
si d®) # 0, donc B # 0, et ainsi Ak+100) ¢ Ryy1,d ot K1 C Rg1, et donc ’égalité. W
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F.2 Systéme artificiel

La méthode du gradient biconjugué consiste en réalité a résoudre deux systémes a la
fois : celui qui nous intéresse, et un autre, complétement artificiel et défini par la transposée
de A. On considére ainsi le systéme

AT =b
ot b € R™ est arbitraire (et n’a plus vraiment d’importance une fois 1’algorithme défini).
On peut ainsi définir les itérés de ce systéme (i'(k)) keN par récurrence :
Vk e N, gt = k) 4 (k) gk)

ol ’y(k) est le méme que celui utilisé pour la « vraie » suite des itérés, et d®) € R™ est une
nouvelle direction de descente. Cette suite est construite a partir d’un certain (©) € R™ qui
n’a pas non plus vraiment d’importance ici puisque ’on ne va pas tarder & complétement
oublier ces itérés artificiels. Avant cela, on va les utiliser pour obtenir une relation de
récurrence sur les résidus artificiels :

FE+1) _ ] _ AT z(k+1)
= () _ (k) AT G)

On obtient une relation similaire & celle obtenue pour les résidus initiaux. On définit ainsi
les descente artificielles de la méme maniére : partant de d(© := 79 on pose

dRHD) = G 4 dR).

ol les oy, sont les mémes que ceux utilisés pour les descentes initiales.
Pour compléter la « copie » du systéme original, on définit, pour tout k € N :

Ry, = vect{r ", ... #®} Dy = vect{d?,...,d"™},
Ky = vect{F0, ATFO ATk,
Tout comme pour le systéme original, on peut montrer que tous ces espaces sont en réalité
les mémes. La preuve est exactement la méme.

Proposition F.2.1. On a :

Vk € N, RkZDk:Kk.

F.3 Bi-orthogonalité et biconjugaison

La méthode du gradient biconjugué repose sur I'idée de faire en sorte que deux ré-
sidus successifs sont bi-orthogonaux et que deux directions de descente successives sont
A-biconjuguées, ce qui se traduit par :

VieN, (r®) FktDy — G0 pk+Dy — g or  (AdW) dk+D) = (ATdW) gk+D)) = .
On peut expliciter les fy(k) et oy permettant cela. Mais avant, voyons déja un résultat

important : le fait de forcer la bi-orthogonalité et la biconjugaison entre deux étapes
successives implique en réalité que ces deux propriétés sont vraies a toutes les étapes.
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Proposition F.3.1. Pour tout k € N* et pour tout ¢ € [0,k — 1] :
(r® 7By = (7O 20y =0 et (AdD,d®)) = (ATdD, a*)) = 0.

Démonstration. On procéde par récurrence sur k € N*. Pour k£ = 1, il suffit d’utiliser
I'hypothese sur v et ay :

(@ 7y = 7O Wy =0 et (Ad®,dV) = (ATdO M) = 0.

Supposons le résultat vrai pour un certain £ € N*. Dans le cas o1 ¢ = k, il s’agit encore
une fois d’utiliser hypothese sur 4¥) et aj. Considérons alors i € [0,k — 1]. En utilisant
lexpression de #*T1 on a pour commencer :

(), G +1)Y — () 5R)y _ A (R) () AT GR)Y

Or, (r(i),f(k)) = 0 par hypothése de récurrence car i < k. Par ailleurs, 7)) € R; = Dj,
donc on peut écrire
i
r@ — Zﬁjd(j)'
=0

Ainsi : ‘
(r®, ATd®)y = zz:,é’j(d(j),ATJ(k)).
§=0
Or, pour tout j € [0,i], j < i < k, donc (d(j),ATci(k)) = 0 par hypothése de récurrence,

et on a ainsi trouvé :
(r®, 7Dy = 0.

On montre de la méme facon que (7%, r(’f“)) = 0.
Utilisons maintenant expression de d*+1)
(AdD | d*+Dy = (AdD, 7 * D) 4 oy (AdD | dR)).
Comme ¢ < k, on applique ’hypothése de récurrence : (Ad(i),d(k)) = 0. Par ailleurs,
d® e D; = K;, donc Ad® e K;+1 = Rj+1, d’ot le fait que 'on puisse écrire :

) i+1 ‘
AdW =3 "0,
§=0

Ainsi : »
1+
(Ad(i)7f(k+1)) — Z Aj(r(j), 7:(k+1))'
7=0
Par ce qui précéde, on obtient, pour tout j € [0,i + 1], (r0), #*k+1)) = 0 car j <i4+1 < k.
On a donc obtenu
(Ad®D, d*+Dy = o,

et un calcul similaire donne (AT7d® d*+1) = 0. [ |
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On va maintenant pouvoir expliciter les coefficients. Commencons par 4*). On cherche
a forcer la contrainte :

(7, Dy = .

k+1)

L’expression de 7 permet alors d’écrire :

A B (7)) AdR)y = (7R Ry,
Or : . . .
d® e 7#® 4 Ry =7® 4 Dy_y,

ce qui se traduit par :

k—1
i = 70 13" 5,0,
=0

Ainsi :
k—1

(7, 4d¥)) = (@0, AdP) + 3 B;(dD), 4d®).
j=0

Pour j € [0,k — 1], la relation de biconjugaison implique (d¥), Ad*)) = 0. Autrement dit :
(7, Ad®)) = (d®), Ad®)).

En supposant (az(k), Ad(k)) = 0, on obtient ainsi :

Remarque F.3.2. On obtient bien siir la méme expression en imposant (r(k), f(kﬂ)) =

0.

Pour le coefficient oy, on cherche & forcer la contrainte :

(Ad®), Jk+1) — .

k+1)

L’expression de d donne alors :

ap(Ad® )y = —(Ad®) kD)),

L’expression de 7T permet cependant d’écrire :

A4 — % (ruc) _ r(kﬂ)) ‘
Y

Ainsi :
L)) ety

(k) mk+1)y — = (k) m(k+1)y _
(Ad T ) - (T T ) ’Y(k)

1
()
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Or, (r®) 7#*+1)) = 0 par bi-orthogonalité. En utilisant I'expression de v*) précédemment
obtenue, on trouve alors :

(k) q(k)
) ety _ _ (A dY) iy ey
(Ad™, 7 ) (), 7 (k) (r T )-
On en déduit alors :
(T(k+1)77:(k+1))

U= W), )y

F.4 Algorithme

On a maintenant tous les ingrédients nécessaires pour écrire ’algorithme du gradient
biconjugué. Ou presque : il reste a définir #(%). Une seule condition est vraiment nécessaire
pour cela : garantir (T(O),f(o)) # 0. Un choix relativement commun consiste & prendre
70 == 70 On peut par ailleurs noter deux petites optimisations possibles : le produit
Ad®) est utilisé a deux reprises, ce qui justifie 'utilité de le stocker. On remarque également
que le produit scalaire (r(k),F(k)) est lui aussi réutilisé, ce qui justifie qu’on le stocke.
Finalement, on obtient I’Algorithme F.4.1.

Algorithme F.4.1 : Gradient biconjugué
0 = p— Az©

0)

0)

0)

— p(
o
_ 7:(

(2, dR))
c®+D) = (k) 4 (k) g(k)
pEF1) = (k) — ~ (k) 5(K)
FlEt1) = (k) _ ~ (k) AT g(k)
I (T(k+1)77:(k+1))
k= Pitl

Pk
d(k+1) — T,(kJrl) + akd(k)
D) 1 D) 4 g dHD)

Proposition F.4.2. Soit N € N*. L’exécution de N itérations de I’ Algorithme F.4.1
nécessite 2n? +2n — 1+ (4n? +12n) N flops si A est pleine et 2Ny, +2n — 1+ (4 Ny, +
12n)N flops si A est creuse et stockée au format CSR.
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Démonstration. La définition de r(9) requiert
— 1 produit matrice-vecteur,
— n additions (une pour chaque composante des vecteurs).
La définition de pg est un produit scalaire qui nécessite donc
— n multiplications,
— n — 1 additions.
Au total, 'initialisation de ’algorithme nécessite donc :
— 1 produit matrice-vecteur,
— n multiplications,
— n+(n—1) =2n — 1 additions.

A chaque itération, on compte :

— 2 produits matrice-vecteur (un pour la définition de 2(K) et un autre dans la mise a
jour du résidu artificiel),

— n+n+n+n+n+n+n = 7n multiplications (il faut penser qu’il y a n multiplications
dans un produit du type y*)d®) par exemple),

— m=1)+n+n+n+(n—-1)+n+n="7Tn—2 additions,

— 2 divisions.
Si la matrice est pleine, un produit matrice-vecteur nécessite :
— n? multiplications,
— n(n — 1) additions.
L’initialisation requiert donc un total de
n+nn—1)+n+2n—1)=2n>+2n—1
flops, et chaque itération nécessite
2n? +2n(n— 1)+ T+ (Tn —2) + 2 =4n* + 12n
flops.
Si la matrice est creuse et stockée au format CSR, un produit matrice-vecteur nécessite :
— N, multiplications,
— N, — n additions.
Ainsi, 'initialisation nécessite
Nyz+ (Npz—n)+n+2n—1)=2Ny, +2n—1
flops, et chaque itération nécessite
2Ny, + 2(Np, —n) +Tn+ (Tn — 2) +2 = 4Ny, + 12n
flops. |
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F.5 Convergence

Dans le cas du gradient conjugué, on a montré que la méthode convergeait en un
nombre fini d’itérations. Si tout va bien (c’est-a-dire, si on ne se retrouve pas a diviser par
zéro A une étape), on montre de méme que la méthode du gradient biconjugué converge
en autant d’itérations.

Théoréme F.5.1. Supposons que, pour tout k € [0,n — 1], fy(k) et aj soient bien
définis. Alors r(™ = 0.

Démonstration. Soit (A,...,A\,_1) € R"7! tel que

n—1
> i = 0.
k=0

Soit i € [0,n — 1]. Alors :

n—1 n—1
o= (Sortne) = S nr)
k=0 k=0

Or, si k # i, alors (7(*), () par bi-orthogonalité, donc :
i (7D ) = 0.

Comme «; est bien défini, cela signifie que (f(i), r(i)) # 0, donc A\; = 0.

Ainsi, la famille {r(©), ... 7=} est libre dans R™ et contient n vecteurs : il s’agit
donc d’une base. Autrement dit, Rn_l =R".

Par bi-orthogonalité, (™ est orthogonal & tous les vecteurs de base de R, : par ce
qui précéde, il est donc orthogonal & R™ tout entier. Ainsi, r(m = . |

Remarque F.5.2. Dans cette preuve, on a montré que R,,_1 = R™, mais un procédé
similaire permet aussi de montrer que R,_1 = R".



Annexe G

Absorption

G.1 Un peu de théorie

Quand on a défini les systémes de nombres flottants, on a pu observer plusieurs phéno-
ménes qui apparaissent en arithmétique flottante. Entre autres choses, on a ainsi évoqué
le phénomeéne d’absorption : lors de 'addition de deux flottants, si I'un des deux est « trop
petit » par rapport & 'autre, il est « absorbé » et n’influence tout simplement pas le ré-
sultat (ce qui ne signifie pas pour autant qu’il est arrondi & zéro). Nous allons chercher a
préciser un peu tout cela. Commengons par obtenir une condition nécessaire et suffisante
pour que deux réels soient arrondis au méme flottant.

Théoréme G.1.1. Soient deux réels x et y non nuls dans la plage de F'. Alors

fi(y) — = fi(z) —y

o) =0 = ‘ﬂ<y> i(2)

<u — ’ ’<u.

Démonstration. On rappelle que
filz) =2(1+d;) et f(y) =y +6y)
avec |0z < u et [0y| < w.

Dans un premier temps, supposons que fl(z) = fl(y). Alors :

fly) —z fA@)—x -6 &
fily) — fAx)  z(14+6,)  1+6,
Ainsi : () 5 5|
Yy)—x T x
= = <
‘ fi(y) ‘1+5m T4, %l <u
car ﬁ <1.

Réciproquement, supposons
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c’est-a-dire :
—fi(y)u <z —fi(y) < fl(y)u,
ou encore :
fA(y)(1 —u) <z < fA(y)(1+ u).
Ainsi, fl(y) est le flottant le plus proche de z, donc fl(z) = fi(y). [ |

Remarque G.1.2. Dans I’énoncé de ce résultat, il faut bien noter que ’on s’intéresse
a la distance entre I'un des deux réels et le représentant flottant de 'autre réel.
L’inégalité

—x
’y <u

Yy
est une condition nécessaire pour avoir fl(x) = fl(y), mais il ne s’agit pas d’une
condition suffisante. Par exemple, x et y pourraient étre trés proches, mais situés
d’une part et d’autre du milieu du segment formé par deux flottants : ils seront alors
arrondis chacun a son extrémité de segment.

En supposant que l'on représente 'un des deux flottants de maniére exacte (le plus
grand), on peut alors obtenir une condition nécessaire et suffisante plutot pratique pour
voir survenir le phénoméne d’absorption.

Théoréme G.1.3. Soient x et y deux réels non nuls dans la plage de F'. Supposons
que fl(z) = z. Alors

(o +y) =filz) ‘ﬂ<u.

Démonstration. Il s’agit simplement d’utiliser la condition nécessaire et suffisante obte-
nue précédemment :

—(z+y)

Mx+w:ﬂ@)¢$‘M@ﬂ@) ‘<u.

On utilise alors I'hypothése fl(x) = = qui permet de simplifier un bon nombre de termes. W

Dans la pratique, on a peu de chances de représenter un réel quelconque de maniére
exacte. Il s’agit cependant d’un résultat intéressant pour étudier certains calculs : il permet
de montrer que, méme sous des conditions optimales (c’est-a-dire que « tout va bien »
jusque-1a), un phénoméne d’absorption peut survenir.

G.2 Une conséquence de ’absorption

Pour ¢ € ]0,u], on définit la matrice
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Pour savoir comment vont se comporter les différentes actions que 'on pourrait étre
amenés & faire avec cette matrice, une idée pourrait étre d’estimer son conditionnement.
Ici, la matrice est suffisamment simple pour que 'on puisse le calculer directement, par
exemple en norme 1. Commengons par calculer la norme de A :

|Al1 = max(1l+¢,2) =2

puisque € < 1. L’inverse de la matrice peut lui aussi étre calculé facilement :
A1 1 1 1
1+e\—-1 ¢}’

2 2
A7l = — 1) = .

4
di(A) = [|A]ls - A7y =
cond; (A4) = [[Al[x - || Il 14+¢’

et ainsi :

On obtient alors :

ce qui semble tout a fait raisonnable.
Calculons la décomposition LU de A. On cherche alors

(1 0 _ (U1 U2
L_<L21 1) et U_<O U22)

e —1 Un Uro
<1 1 > <U11L21 Lo1Ur2 + U22>

Unn=¢, Up=-1,

telles que

On en déduit :

puis :
L21 = 6_1
et enfin :
Uspp=1+¢ 1
Ainsi :

1 O 15 -1
L_<E_1 1) et U_<0 1—1—5_1)'

On cherche alors & écrire les représentants numériques de ces matrices. Pour simplifier,
on va supposer que £ et son inverse sont représentés de maniére exacte : fl(e) = ¢ et
file™!) = e7L. Comme 1 et —1 sont des entiers, ils sont eux aussi représentés de maniére
exacte. Il n’y a donc pas vraiment de probléme pour représenter L. En revanche, 'un des
coefficients de U fait intervenir la somme de 1 et de e 1. On peut utiliser le Théoréme G.1.3

1
;:€<u,
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donc on aura :

On obtient ainsi :

- 1 0 - e —1
L_&A J et U_G 50,
d’ott 'on tire rapidement :
~on e —1 e —1 00
A_LU_<1 1>_<1 o>_<o 1)’
ce qui représente une erreur plutét importante.
Voyons comment cela se passe si on permute les lignes de A. On considére

0 1
()
et on s’intéresse a la matrice PA. A nouveau, on recherche les matrices L et U telles que
1 1 1 0 U11 U12> < U11 U12 )
(s —1> <L21 1> < 0 Uz Lo1Uni LoiUsg + Use

On obtient ici :
Un=1, Uip=1, Loy=¢, Up=-1-c¢.

10 1 1
p=(1Y) e u=(5 1))

Numériquement, on a cette fois-ci :

Ainsi :

IS
I:5<U,

donc il va y avoir absorption :
Ainsi :

On obtient alors :

PN 1 1 1 1 0 O
PA_LU_(E —1)_(5 €—1>_(0 —E)’

ce qui est déja bien meilleur.



Annexe H

Convergence de la série harmonique ?

Pour n € N*, on note
n

5= 3

k=1

| =

qui n’est rien d’autre que la somme partielle de la bien connue série harmonique. On
s’'intéresse ici & deux maniéres de calculer cette somme numériquement.

H.1 Meéthode classique

L’approche qui semble la plus naturelle pour calculer numériquement S;, consiste sim-
plement & ajouter, les uns apreés les autres, les différents termes a sommer, en commengant
par k =1, k = 2, et ainsi de suite. On obtient I’Algorithme H.1.1.

Algorithme H.1.1 : Un calcul numérique de la somme partielle de la série har-
monique

S=0

pour k de I an
1

| s=sy

SfﬂZ:S

On note S tn la valeur numérique obtenue par I’ Algorithme H.1.1. On note

puis

puis

) — <1+ ;(1+52)> (1+d2),

N | =

178
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avec |eg| < u représentant l’erreur lors de la division, et |d2| < u représentant 'erreur lors
de T'addition. En continuant, on obtient ’expression suivante qui peut étre justifiée par

récurrence :
n n

Sgn = %(1 +ex) [T+ 60),

k=1 l=k
ol on a posé €1 = 61 = 0 pour alléger I’écriture.
Pour chaque k € [1,n], on peut écrire :

n

(Iten) JJa+6)=1+0600, ., avec |68, o] < vuise.

On en déduit :

Ainsi :

n
. 1, (& 1
|Sf,n - Sn| < Z %|9n7k+2| < %'}’n—k—&—?
k=1 k=1

On sait que la suite (v, ), est croissante, donc la suite (v,—xk12)r est décroissante. La
suite (%) .. est elle aussi décroisante. Comme il s’agit de deux suites positives, on en déduit
que la suite (%’yn,kﬁ) ;. €st décroissante : tous ses termes sont donc majorés par le premier.

Ainsi : .
. 1 n(n+1Du
‘Sf,n - Sn| S Z I’Y’n—l-‘rQ Z%H—l n T )

H.2 Une autre approche

Avec un changement d’indice, on obtient :

1 n—1
% Z n—k’
k= k=0
ce qui est la formalisation d’une idée simple : plutét que de sommer les termes de gauche
a droite, on les somme de droite & gauche. On obtient I’Algorithme H.2.1.
En procédant comme pour l'algorithme précédent, on obtient que la valeur numérique
Sp,n, obtenue par ’Algorithme H.2.1 est donnée par :

n—1

n—1

A 1

Spmn = (Lo (1 +er) [T +00),
k=0 =k
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Algorithme H.2.1 : Un autre calcul numérique de la somme partielle de la série
harmonique

S=0
pour k de 0 an—1

1
Spn =8

les o, représentant les erreurs dans les soustractions n — k, 5 représentant les erreurs dans
les divisions et les dy les erreurs dans les additions. Pour tout k& € [0,n — 1], on peut écrire :

n—1
(L+on)d+en) [T +6) =1+6%, 0 avee 08, ol < vnise.
=k
On en déduit : )
(k)
St =S+ D 00y
k=0

et ainsi :

n—1 1
‘Sb,n - Sn| S ;) ﬂﬁynkarZ-

On peut montrer, par exemple en étudiant la fonction = +— ﬁ*yn,ﬂg, que la suite

(ﬁ%,;ﬁg)k est croissante, donc tous ses termes sont majorés par le dernier :

n—1

A 1 — 3nu
|Sb,n - Sn| < kzo mvn,(n,1)+2 == kzo’)/?, = 134"

H.3 Stabilité

En observant les bornes obtenues sur les erreurs, on peut déja remarquer que les com-
portements sont différents. Essayons de formaliser un peu cela en considérant n € N*
grand, mais raisonnable numériquement : on suppose qu’il existe € > 0 tel que

m+1u<l—e.
Ainsi :
1 1
- <
l—(n+1Du ~ €
On obtient : a )
N n(l—e
|Sfn — Sn| < —
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Comme (n+1)u < 1—¢, on a également nu <1 —¢, et aussi 3u < 1—¢, d’ou :
N 3(1—e¢
|Sb,n - Sn’ S (6)

Ainsi, I'erreur commise par Sy, , est bornée uniformément, ce qui n’est pas le cas de celle
commise par Sy, qui finit par ne plus étre controlée.

H.4 Phénoménes numériques

Commengons par un petit résultat classique.

Lemme H.4.1. Pour tout n € N* :
Sp > In(n+1).

Démonstration. Pour tout & € N*, on peut appliquer le théoréme des accroissements
finis a la fonction In sur I'intervalle [k, k + 1] pour obtenir Iexistence d'un ¢, € [k, k + 1]
tel que :

m(k + 1) — In(k) = In'(cg)(k + 1 — k) = clk

Comme k < ¢; < k+ 1, on obtient en particulier :

1.1
—> = 1) — In(k).
2o k4 1) —In(k)

Pour n € N* on obtient alors :
n

Sp = Zn: > (In(k+1)—In(k)) =In(n+1).
k=1 k=1

| =

De ce résultat, on peut notamment déduire que

lim S, = 400,
n—-+o00

ce qui présage déja quelques problémes numériques a 1’horizon.

H.4.1 Absorption

Le probléme de stabilité de I’Algorithme H.1.1 vient principalement du fait que ’'on
somme des nombres de plus en plus petits. Au bout d’'un moment, le terme % finira par
devenir trop petit par rapport au reste de la somme et sera tout simplement absorbé. Ainsi,

on peut trouver Ny € N* tel que :

Vn > Ny, Sfm = Sf,Nf < +00.
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Voyons si on peut trouver une borne sur Ny. Pour cela, on cherche une condition pour
avoir : ) )
SfNp+1 = Sf N
ou, dit autrement :

A 1 A
fl <Sf,Nf + ]Vf—|-1> - Sf,Nf-

Simplifions le probléme en supposant que tout est parfait jusque-la : S £.N; = SN, On peut
alors appliquer le Théoréeme G.1.3 : pour qu’il y ait absorption, il faut et il suffit que

_1
Nf+1

Sf7Nf
ce qui revient a :
1
Or, par le Lemme H.4.1, on sait que Sy, > In(Ny + 1), donc il suffit que Ny vérifie
1
(Nf + 1)111(Nf + 1) > "
pour avoir absorption. Rappelons par ailleurs que :
1

Vz e RS, In(x)>1-—,
x

donc il suffit que Ny vérifie :

1 1
— N H(1- = N¢.
u<( st )( Nf+1> !

H.4.2 Arrondi a zéro

Comme les nombres sommés par I’Algorithme H.2.1 sont de plus en plus grands, on
peut raisonnablement penser que le phénoméne d’absorption ne surviendra pas. D’autres
problémes peuvent cependant arriver. Dans un premier temps, on peut penser a ’arrondi
& zéro : au bout d’un moment, le terme % devient vraiment trop petit et est considéré
comme zéro numériquement. On peut ainsi trouver N, € N* tel que :

Vn > Ny, gb,n = Sb,Nb < +00.

Cela arrive lorsque le terme qui doit étre ajouté a Sy n, est arrondi & zéro. Ce terme

n’est autre que
1

Nb +1 '
Il est arrondi & zéro lorsqu’il est plus petit que le plus petit flottant représentable dans le
systéme F'. Autrement dit :

< F, = pminTP,
Nb +1
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Ainsi :
Ny + 1 > P Cmin,

ou encore :
Nb Z bp_emin.
H.4.3 Arrondi a ’'infini

Supposons un instant que le phénoméne précédent n’arrive pas. Un autre probléme
finira alors par arriver : la somme finira par devenir suffisamment grosse pour étre arrondie
a I'infini. On trouve ainsi Ny, € N* tel que :

Vn > N, Sb,n = Sb,Nm = +0o0.

Cela arrive lorsque la somme devient plus grande que le plus grand flottant représen-
table dans le systéme F. En supposant, pour simplifier, que tout allait bien jusque-la, on
doit avoir Sy n., = fi(Sn,.). On cherche donc N tel que :

S Noo = Fmax.
Utilisons & nouveau le Lemme H.4.1 : une condition suffisante sur N, devient ainsi :
In(Neo + 1) > Finax,

ce qui revient a :
Noo + 1 > efmax,

et donc :
NOO Z eFmax'

H.4.4 Discussion sur les bornes

Résumons ce qui a été obtenu. Dés que n > bP~°min alors les derniers % sont arrondis &
zéro et S”b,n stagne. Cela pourrait également arriver avec S tn, mais celle-ci stagne avant :
dés que n > %, I’absorption fait son effet.

Reste la stagnation de S’b’n a linfini : celle-ci n’arrive en réalité jamais en pratique,
puisque les arrondis & zéro arrive bien avant.
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