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Chapitre 1

Suites

1.1 Rappels

Définition 1.1.1. Une suite réelle est une fonction v: N — R. On note RN I'ensemble
des suites réelles. De méme, une suite complexe est une fonction u: N — C et on note
CN T’ensemble des suites complexes. Pour toute suite u, pour tout n € N, on note
Up = u(n).

Dans ce cours, lorsque I'on parlera d’une suite sans préciser s’il s’agit d’une suite réelle

ou complexe, il sera sous-entendu que la suite peut étre a valeurs réelles ou complexes.

Définition 1.1.2. Une suite u est dite convergente s’il existe £ (¢ € R si la suite est
réelle, ¢ € C si la suite est complexe) tel que :

Ve > 0,dN e N/Vn > N, |u, — | <e.

Dans ce cas, on dit que £ est la limite de w et on note uy, —+—> £. On dit que la suite
n—-+0oo

u est divergente si elle n’est pas convergente.

Remarque 1.1.3. Lorsque l'on sait que la limite d’une suite u existe, et seulement
dans ce cas, on pourra également noter

lim wu, = /.
n—-+o0o

Proposition 1.1.4. Soit u une suite. Si u,, —— #1 et u, —— ¥5, alors {1 = {s.
n—-+oo n—-+oo

Démonstration. Soit € > 0. On trouve alors N1 € N et Ny € N tels que :
€

anN17’un_£1‘S 2

et Vn > No,|u, — la] <

N ™
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Pour n > max(Nj, N2), on a alors :
e €
|01 — o] = |01 — up + up — lo| < |up — 01| + |up — o] < §+§:5.

On a donc obtenu :
V8>07 ’61_62‘ §€7

ce qui montre {1 = {5. [ |

Définition 1.1.5. Soit u € RN. On dit que w est :
— majorée s’il existe une constante M € R telle que :
VneN, wu, <M,;
— minorée s’il existe une constante M € R telle que :

YneN, wu,>M.

Attention, la notion de suite majorée/minorée n’a de sens que pour les suites réelles.
La définition suivante, en revanche, est bien valable également pour les suites complexes.

Définition 1.1.6. Soit w une suite. On dit que u est bornée s’il existe une constante
M € R telle que :
VneN, |up| <M.

Proposition 1.1.7. Toute suite convergente est bornée.

Démonstration. Soit v une suite convergente. On note £ sa limite :
Ve > 0,dN € N/Vn > N, |u, — | < e.
On considére € = 1. On trouve alors N € N tel que :

Vn >N, |u,—/{ <1

Ainsi :
On note
M; = max |uy]
nefo,N—1]

En notant M := max(M;, 1+ |¢]), on a ainsi obtenu :
VneN, |up| <M,

ce qui termine la preuve. |
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Remarque 1.1.8. La réciproque est fausse : une suite bornée n’est pas nécessairement
convergente. Considérons par exemple la suite u € RY définie par :

VneN, wu,=(-1)"

Alors :
neN, |udl =|(-1)" =1,

et la suite u est donc bornée. Montrons qu’elle ne converge pas, c’est-a-dire :
V¢ e R,3e > 0/VN € N,3n > N/|u, — {| > e.

Soit donc £ € R. On fixe e = 3. Soit N € N. Si |uy — €| > 3, alors n = N convient.
Sinon, |uy — 4| < 3. Comme |un41 — un| = 2, on obtient :

3 1
|uN+1—f\=|uN+1—UN+UN—€|2|UN+1—UN|—|UN—5|22—§=§>§,

et ainsi n = IN + 1 convient.

Définition 1.1.9. Soit u € RY. On dit que u tend vers +oo si :
VM > 0,3N € N/Vn > N, u,, > M.
On dit que u tend vers —oo si :
VM < 0,dN € N/Vn > N,u,, < M.

Si u tend vers 00, on pourra noter u, ——— +00.
n—-+00

Définition 1.1.10. On dit qu'une suite u vérifie une propriété a partir d’'un certain
rang s’il existe N € N tel que, pour tout n > N, u, vérifie cette propriété.

Exemple 1.1.11. La suite u définie par :

2

Vn e N =1-
n y Unp, n+1

est positive a partir du rang 1 et strictement positive a partir du rang 2.

Exercice 1.1
Solution page 20.

Soit u une suite. Montrer que les deux assertions suivantes sont équivalentes :

(i) la suite u est bornée a partir d’un certain rang;

(ii) la suite u est bornée.
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Définition 1.1.12. Soit v € RY. On dit que w est

— croissante si
Vn €N, upp1 > ug;

— strictement croissante si
Vn €N,  upy1 > Up;

— décroissante si
Vn e N, w1 < up;

— strictement décroissante si

VneN, upy1 < Up.

On dit que u est (strictement) monotone si elle est (strictement) croissante ou décrois-
sante.

Proposition 1.1.13. 1. Toute suite croissante (respectivement décroissante) a
partir d’un certain rang tend vers une limite finie ou vers 400 (respectivement
—00).

2. Toute suite croissante (respectivement décroissante) et majorée (respectivement
minorée) a partir d’un certain rang converge.

Démonstration. On fait la preuve dans le cas d’une suite croissante (le cas d’une suite
décroissante se traite de maniére similaire). Soit donc u € RN une suite croissante (dés
le début pour simplifier, mais la preuve s’adapte au cas ol la croissance n’est vraie qu’a
partir d’un certain rang). Il y a deux cas possibles : soit u est majorée, soit elle ne 1’est
pas.

Cas 1 : u n’est pas majorée. Supposons que u ne soit pas majorée, c’est-a-dire :
VM € R,3n € N/u, > M.

Soit alors M € R. On trouve N € N tel que uy > M. Soit n > N. Comme u est croissante,
on a alors :
Up > uy > M.
Ainsi, u, — +00.
n—-+00
Cas 2 : u est majorée. Si u est majorée, 'ensemble de ses termes admet une borne
supérieure, notée L :

L = sup u,,.
neN

Soit € > 0. Par définition du supremum, il existe N € N tel que :

uy > L —e.
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Soit n > N. Comme u est croissante, on a alors :
Up > uny > L —e.
Or, L est un majorant de u, donc u, < L. Ainsi :
L—e<u,<L<L+e¢,

ou encore :
lup, — L| < ¢,

ce qui signifie que u — L. |
n—-+00

Exemple 1.1.14. Soit w € RY la suite définie par :

YneN, w,=—.
On peut par exemple affirmer :

vneN, w,>-—15,
et ainsi la suite w est minorée. De plus :

(n+1)2 n? (n—1)2 -2

Wntl = Wn = "9 37~ ~ on = T gnil

Ainsi w est décroissante a partir du rang 3. On en déduit qu’elle converge.

1.2 Notation de Landau

1.2.1 Suite négligeable

Définition 1.2.1. Soient u et v deux suites (réelles ou complexes). On dit que u

est négligeable devant v (en +00), et on note u, = o (vp) (ou plus simplement
n—-+0oo

un, = o(vy)), s'il existe une suite ¢ telle que :

1. e, —— 0,
n—-+o0o

2. U, = e,v, (& partir d’'un certain rang).

Exemple 1.2.2. Soient les suites u € RY et v € RY définies par :

VneN, wu,:=n et v,:=n’
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En posant ¢, = %, on obtient :

1
n

Up =N = = €pUn.

Comme ¢, —— 0, on a donc montré u, = o(v,).
n——+oo

Proposition 1.2.3. Soient u et v deux suites. On suppose qu’il existe N € N tel que :
Yn >N, v, #0.
Alors :

Démonstration. Sens direct. Supposons que u, = o(v,). Alors il existe une suite &

convergeant vers 0 telle que u, = ,v, a partir d’un certain rang. Ainsi, pour n > N assez
grand :
Up,
— =g, — 0.
Un n—-+o0o

Réciproquement, supposons que ;* T> 0. On définit la suite e par :
" n—-+o00

1, sin <N,
En =12 . .

o sin > N.

Un

Alors g, ——— O et, pour n > N, u,, = €,0y,. |
n—-+0o0o

Exemple 1.2.4. Reprenons 'exemple précédent avec u,, = n et v, = n?. Comme v,
ne s’annule pas & partir du rang 1, on peut écrire :

U, n 1
L= =-——0,
Un n n n—+oo

et en déduire que u, = o(v,). Plus généralement, n* = o(nP) si et seulement si k < p.
En effet, pour n > 1 :

& 0, si k< p,
P {1, sik=np,

400, sik>p.

Remarque 1.2.5. On a n = o(n?) et n=2 = o(n™1).
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Proposition 1.2.6. Soient u et v deux suites. Alors

Démonstration. Sens direct. Supposons que u, = o(v,). Alors il existe une suite &
convergeant vers 0 et telle que
Un = EnUn

& partir d’un certain rang. Pour n assez grand, on a donc :
[un| = lenlvnl,
avec |ep| —— 0, donc |uy| = o(|vy]).
n——+00

Réciproquement, supposons que |u,| = o(|v,|). On trouve alors une suite € conver-
geant vers 0 et telle que
|un| = n|unl

& partir d’'un certain rang. Pour tout n € N, on peut toujours écrire :
up, = sign(up)|un| et |v,| = sign(vy,)o,.
Ainsi, pour n assez grand :

Uy, = sign(up)|un| = sign(uy)en|vn| = sign(uy, ) sign(vy,)en vn,

0

n—-+oo

donc u, = o(vy,). [

Exemple 1.2.7. On considére les suites u et v définies par :

VneN, wu,:=(-1)"n et v,=n’
Ainsi |u,| = n et |v,] = n% On I'a déja montré (deux fois!) dans les exemples précé-
dents : n = o(n?). Ici, cela se traduit par |u,| = o(|v,]), d’oit 'on déduit directement

Up = 0(vy).

Proposition 1.2.8. Soient u, v et w trois suites. Si u,, = o(vy,) et v, = o(wy,), alors
Up = o(wy).

Démonstration. On trouve deux suites € et 1 convergeant vers 0 et telles que :

Up = EpUp €t Uy = Npwy
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pour n assez grand. Ainsi :
Up =  Epllp W

n——+oo

Remarque 1.2.9. Si u,, = o(vy,), alors v n’est pas négligeable devant w.

1.2.2 Suite dominée

Définition 1.2.10. Soient u et v deux suites. On dit que u est dominée par v (en

+00), et on note u, = (3_ (vp) (ou plus simplement u, = O(vy)), s'il existe une
n—-+0oo

suite bornée 7 telle que

Un = NinUn

& partir d’un certain rang.

Exemple 1.2.11. On considére les suites u et v définies par :

2 si 1
Vn e N*,  u, = 2sin(n) et vy = —
n n

En posant 7, := 2sin(n), on obtient :
. 1
Up = 28in(n)— = N, vp.
n

Par ailleurs :
1| = 2[sin(n)| < 2,

donc 7 est une suite bornée. On a ainsi montré u, = O(vy).

Proposition 1.2.12. Soient u et v deux suites. On suppose qu’il existe N € N tel
que :
Yn >N, v, #0.

Alors :
Un

up, = O(v,) <= IC €R/YVn > N, <C.

Un

Démonstration. Sens direct. Supposons que u,, = O(vy). On trouve une suite  bornée
telle que
Up = TInUn



CHAPITRE 1. SUITES 9

a partir d’un certain rang. Pour n > N assez grand, on a donc :

Unp,

= |na| < C.

n

Réciproquement, supposons qu’il existe C' € R telle que :

Un

Vn > N, <C.

Un

_ ], sin<N,
i w, osin > N.

On définit une suite n par :

Alors n est bornée et u, = n,v, pour n > N. [ |

Exemple 1.2.13. On considére les suites u et v définies par :

141 1
Yn e N*,  wu, = il et v, = —
n n

Comme v ne s’annule pas, on peut calculer :

Un
Un

1ti

= |2 |=1+il= V2,
n

donc u, = O(vy,).

Exemple 1.2.14. On définit u et v par :
Up, —n?>+3n+2 et Un, = n?+6n— 3.

Comme vy, —T> +o0, il existe N € N tel que, pour n > N, v, > 1 (et en particulier,
n—-+0o0

vy, # 0). Pour n > N, on peut donc écrire :

_n2+3n+2_1+%+n%
vn_n2+6n—3_1—|—%—% n—4o0

Un 1.

Un

Un

< C, donc u,, = O(vy).

Il existe donc une constante C' > 0 telle que, pour n > N,

Proposition 1.2.15. Soient u et v deux suites. Si u,, = 0(vy,), alors u, = O(vy).

Démonstration. Supposons que u,, = o(v,). On trouve alors une suite € convergeant vers
0 telle que u, = ,v, a partir d’un certain rang. Comme & converge, elle est en particulier
bornée, et ainsi u, = O(vy). [
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Remarque 1.2.16. La réciproque est fausse. Par exemple, toute suite u vérifie u,, =
O(uy,), mais up, # o(uy,).

Proposition 1.2.17. Soient u, v et w trois suites. Si u, = O(vy,) et v, = O(wy,),
alors u, = O(wy,).

Démonstration. On trouve deux suites bornées 7 et 1’ telles que w,, = n,vy, et v, = N, wy,
a partir d’un certain range. Alors, pour n assez grand :

/
Up = N1, Wn
avec la suite nn’ qui est bornée. [

Proposition 1.2.18. Soient u et v deux suites. Si u, = O(v,) et v, —T> 0, alors
n—-+0oo

Uy — 0.
n—-+o0o

Démonstration. On trouve une suite bornée 7 telle que u,, = n,v, & partir d’un certain

rang. Comme 7 est bornée, on trouve par ailleurs une constante C' > 0 telle que :
VneN, |n,| <C.

Ainsi, pour n assez grand :

[un| = |nn|lvn| < Clog| ——— 0.
n—+4o0o

Exemple 1.2.19. Soient les suites u et v définies par :

—1)"sin(2 ) 3 1
Vne N, w, = (—1)™sin(2n) + i cos(3n) ot = L
n n

Comme v ne s’annule pas, on peut calculer :

Un

= |(—=1)"sin(2n) 4 i cos(3n)| = /sin(2n)2 + cos(3n)2 < V2,

Un

et on en déduit que u, = O(v,). Comme par ailleurs v, ——+——> 0, on obtient que
n—-+0oo
Uy — 0.
n—+00
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1.2.3 Suite équivalente

Définition 1.2.20. Soient u et v deux suites. On dit que u est équivalente a v (en
+00), et on note u, ~ v, (ou plus simplement wu, ~ vy), si :
n—-+00

Up = Up + 0(Vy).

Exemple 1.2.21. On considére les suites u et v définies par :
VneN, u,=n+2 et v,:=n.
Alors :
Uy = Up + 2.

Comme 2 = o(vy, ), on a donc obtenu u, ~ vy,.

Remarque 1.2.22. De maniére équivalente, u,, ~ v, s’il existe une suite € convergeant
vers 0 telle que
Up = Vp + EnUn = V(1 +p)

& partir d’un certain rang.
Proposition 1.2.23. Soient u et v deux suites. Supposons qu’il existe N € N tel que :
Yn >N, v, #0.

Alors :
Un
Up ~ VUV — — —— 1.
Vp nN—+00

Démonstration. Sens direct. On trouve une suite € convergeant vers 0 telle que
Up = vp(1+ep)

a partir d’'un certain rang. Pour n > N assez grand, on a donc
u’rb

L =1l4e, —— 1.
Un n—-+oo

Réciproquement, on définit la suite € par

1, sin <N,
Ep =
" Un sin> N.

Un, ?

Alors g, ——— 0 et
n—-+o0o

vn(l+en) =vp, <1+un1> =u,

Un
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pour n assez grand. |
Exemple 1.2.24. Soient les suites u et v définies par :
1 1
VneN, wu,:= et v, = .
T n+3 " n42
Comme la suite v ne s’annule pas, on peut calculer :
Up N+ 2
= — 1,
Un n+3 notoo
d’ott 'on déduit que u,, ~ vy,.
Proposition 1.2.25. Soient u, v et w trois suites. Alors :
1. up ~ up;
2. Up ~ Uy = Uy~ Uy
3. (up ~ vy et vy ~wy) = Uy ~ Wy
Démonstration. 1. On considére la suite € = 0. Alors g, —+> 0 et up = up(l4ey).
n——+0oo

2. Supposons que u, ~ v,. On trouve alors une suite € convergeant vers 0 telle que
Yn >N, up,=uvy(14¢ep)

pour un certain N € N. Comme |y, . 0, on trouve par ailleurs Ny € N tel
n—-—+0o
que :

1
anN()a |5n| §§

Pour n > Ny, on a alors

1 1
lten>1—ea| 215 =5>0.
Pour n > max(N, Np), on peut donc écrire
Un
Up = .
" 1+e¢,
Ainsi : 1
1=
1+4+¢€, 146, n—too

On définit alors la suite € par :

~ 1, si n < max (N, Ny),
En =
" ngn —1, sin>max(N,Ny).
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Pour n > max(N, Ny), on a donc :

Uy, = Uy, <1+ —1) =up(1+4&,).

1+e,

3. On trouve € et ) convergeant vers 0 telles que u, = v, (1 +¢&,) et v, = w,(1+1,) &
partir d’un certain rang. Alors, pour n assez grand :

Un = wp(1+ )1+ epn) =wn(14+ep + 9n + Enn)-
—— —
n—————0

n—-+oo

Exemple 1.2.26. Soit u € RY telle que |u,| < 1 et uy, — 0. On définit v € RY
n—-+0oo
par v, = In(1 4 uy,). Alors v, ~ u,. En effet :
vp = In(1 4 up) = In(1 4 uy) — In(1),

car on a tout simplement In(1) = 0. En appliquant le théoréme des accroissements
finis, on trouve ¢, € [1 — |uy|, 1 + |uy|] tel que :

, 1

In(1+wuy,) —In(1) =1n'(ep) (1 + up — 1) = —uy,.

Cn

On pose np, = 1—c¢;, € [—|un|, |uy|]. Comme u,, — 0, alors 1, — 0. De plus :
n—+00 n——+00

1
Un:ln(l—i—un):%: tn :un<1—|— —1):un<1+ i >
Cn 11—, 11—, 11—,

Proposition 1.2.27. Soient u et v deux suites. On suppose que u, ~ v, et que v
converge vers £ € R. Alors u converge vers {.

Démonstration. On trouve une suite € convergeant vers 0 telle que u,, = v, (1 +¢,) pour

(
n assez grand. Or, v, ——— fet 1+, —— 1, donc u,, —— € x 1 =/4. |
n—+00 n—-+00 n—+00

Proposition 1.2.28. Soient u et v deux suites réelles. On suppose que u, ~ v, et
que v tend vers +oo. Alors u tend vers +oc.

Démonstration. On trouve une suite € convergeant vers 0 telle que u,, = v, (1 +¢,) pour
n assez grand. Soit M > 0. Il existe Ny € N tel que, pour n > Ny, v, > 2M. Comme



CHAPITRE 1. SUITES 14

€n 4+> 0, il existe N1 € N tel que, pour n > Ny, |e,| < % Pour n > N, on a donc
n——+0o0

1+e,>1- % = % Ainsi, pour n > max(Ny, N1) assez grand, on a :

1
un:vn(1+5n)22M><§:M.
|

Remarque 1.2.29. De la méme fagon, lorsque deux suites sont équivalentes et que
I’une tend vers —oo, alors 'autre tend également vers —oo.

1.3 Sous-suites, suites extraites

Définition 1.3.1. Soit u une suite. On dit qu’une suite v est une sous-suite, ou suite
extraite, de u s'il existe ¢: N — N strictement croissante telle que :

Vn €N,  vp =uym)-
Remarque 1.3.2. C’est 'application ¢ qui détermine la sous-suite.

Remarque 1.3.3. La suite elle-méme est une sous-suite : on considére 'application
YN n.

Exemple 1.3.4. Soit u une suite. Les suites suivantes définissent des sous-suites :
— Uy = U2p = (ug, u2, Uy, . . .) la sous-suite des indices pairs, définie par p: n — 2n;

— Uy = Ugn+1 = (u1,us, us, . ..) lasous-suite des indices impairs, définie par ¢: n —
2n+1;

— vp, = usy = (ug, us, ug, . . .), définie par p: n +— 3n;

— v = (u1,us,...), la suite « décalée » définie par p: n— n + 1.

Proposition 1.3.5. Soit ¢: N — N strictement croissante. Alors :

VneN, ¢(n)>n.

Démonstration. On procéde par récurrence sur n. Comme ¢(0) € N, en particulier
©(0) > 0. Soit alors n € N tel que p(n) > n. Comme ¢ est strictement croissante, on a :

on+1)>pn)>n

par hypothése de récurrence. Or, p(n+1) est entier, donc on a obtenu ¢(n+1) >n+1. W
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Proposition 1.3.6. Soit u une suite. Soit £ € R si la suite est réelle ou £ € C si la
suite est complexe. Alors u converge vers £ si et seulement si toute suite extraite de u
converge vers /.

Démonstration. Dans un premier temps, supposons que toutes les sous-suites ex-
traites de u convergent vers £. Comme la suite u est sous-suite d’elle-méme, alors elle
converge vers /.

Réciproquement, soit € > 0. On trouve N € N tel que :
Vn >N, |u,—/{|<e.

Soit v une sous-suite de u, définie par ¢: N — N strictement croissante. Alors, par appli-
cation de la Proposition 1.3.5, pour n > N, ¢(n) >n > N et ainsi v, —£] = |ugy,) — ] <
€.

Exemple 1.3.7. La suite définie par u,, = (—1)" ne converge pas car

Uy =1 —— 1 et U2p+1 = -1 — —1.
n—-+o0o n—-+o0o

Définition 1.3.8. On appelle valeur d’adhérence d’une suite u toute limite finie d’une
suite extraite de wu.

Exemple 1.3.9. Comme le montre I'exemple précédent, 1 et —1 sont des valeurs
d’adhérence de la suite (—1)".

Proposition 1.3.10. Toute suite réelle admet une sous-suite monotone.

Démonstration. Soit u € RY. On définit ’ensemble des pics de u :
E={neN; Vk>nu, <up}.

Un entier n € £ est appelé pic de la suite u car toute valeur venant aprés est nécessairement
plus petite que uy,. Une illustration est montrée dans la Figure 1.1.

o e ooh oo
* ..oo.. ..o.o... ..o..o.. .°o.

FIGURE 1.1 — Exemple d’éléments d’une suite. Les éléments correspondants & des pics sont
encadrés.
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Cas 1 : infinité de pics (card(€) = +00). On définit Papplication ¢: N — N par
©(0) == min(&), ¢(1) = min(E \ {¢(0)}), et ainsi de suite :

VneN, ¢(n+1):=min (5\ U Mk)}) .

k=0

On montre facilement que ¢ est strictement croissante. On définit la suite v € RN par
Up = Ug(p). Alors, pour n € N, o(n + 1) > ¢(n), donc vy, = Up(n) > Up(ni1) = Untl car
©(n) est un pic. Ainsi, v est décroissante.

Cas 2 : nombre fini de pics (card(€) < +00). On pose :

Lo —1, si€ =10,
"~ | max(€), sinon.

Alors, pour tout n > k, n n’est pas un pic car n ¢ &, donc il existe N, > n tel que
uy, < up,. On pose alors ¢(0) ==k + 1, (1) == N, et ainsi de suite :
Vn € N, cp(n + 1) = Nw(n)

Ainsi, la suite v définie par v, == u est (strictement) croissante. n

w(n)

Théoréme 1.3.11 (Bolzano-Weirstrass). Toute suite réelle bornée admet une sous-
suite convergente.
Démonstration. Soit v € RY bornée : il existe C' > 0 telle que
YneN, |u,| <C.

D’aprés la Proposition 1.3.10, il existe ¢: N — N strictement croissante telle que v € RN

définie par v, = u est monotone. Or :

©(n)
VneN, |og] = |uym)| < C,

donc v est bornée. Comme v est monotone et bornée, elle converge. |

1.4 Suites de Cauchy

Définition 1.4.1. Une suite u est dite de Cauchy si :

Ve > 0,dN € N/Vn > N,VYm > N, |up, — unm| < €.
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Exemple 1.4.2. La suite u définie par u, = %H est de Cauchy. En effet, soit € > 0.

OnﬁxeNENtelqueﬁg%.AIOIS,pournzNetmzN:

™

S
|Un_um|: +§:E

— < + < + <=
n+1 m+1 n+1 m+1 N+1 N+1 2

1 1 ‘ 1 1 1 1
< <

‘ Proposition 1.4.3. Toute suite convergente est de Cauchy.

Démonstration. Soit u une suite convergente de limite ¢. Soit € > 0. On trouve N € N
tel que :

Vn >N, |u, —/{| <

N ™

Soient n > N et m > N. Alors :

€

5
|un—um|:|un—€+€—um|S\un—€|+|um—€\§§+ €.

[\)

Proposition 1.4.4. Soit u une suite telle qu’il existe k € |0, 1[ vérifiant :
\V/’I”LGN*, |un+1_un| §k|un_unfl|-

Alors u est une suite de Cauchy.

Démonstration. Commengons par remarquer :
2 n
|un+1*un‘ §k|un*un71| <k |Un71*un72‘ <...<k |U1*u0 .

Soit p € N*. Alors :

n+p—1
[Untp — Un| = [Untp — Untp—1 + Ungp—1 — Up| = ... = E (U1 — Um) |-
m=n
On applique I'inégalité triangulaire et la remarque qui précéde :
n+p—1 n+p—1
|[Untp = un| < E [Umt1 — um| < § k™ [uy — uo.
m=n m=n

Comme le terme |u; — ug| ne dépend pas de m, on reconnait la somme des termes d’une
suite géométrique :
k™ — kntP k™

Un+p — Un| < < |’LL1 — Uuo|,

1—-k 1—-k
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cette derniére inégalité étant obtenue car k£ > 0. Comme de plus, £ < 1, on obtient que

k™ ——— 0, donc %ml — ug| — 0. Alinsi, soit £ > 0. Il existe N € N tel que :
n—r—+oo n——+oo

n

k
fklul —ug| <e.

Vn > N
nzN, 7

Pour n > N, on a alors :
[Un4p — un| <,

ce qui montre que u est de Cauchy. |

Remarque 1.4.5. Ce résultat reste vrai si I'inégalité n’est vraie qu’a partir d’un
certain rang.

‘ Proposition 1.4.6. Toute suite de Cauchy est bornée.

Démonstration. Soit v une suite de Cauchy. On trouve N € N tel que :
Yn > N,Ym > N, |up — up| < 1.
Ainsi, pour n > N :

[un| = Jun —uny +un| < |up —un| + |un| < 1+ |un].

Soit
C = max |upy|.
nef0,N]
Soit n € N. Alors, sin < N, |u,| <C < C+1.Sin> N,alors |uy,| <1+ |uy| <1+C.
Ainsi, la suite u est bornée par C + 1. |

Proposition 1.4.7. Soit v une suite. Supposons que u soit de Cauchy et admette une
sous-suite convergente. Alors u est convergente.

Démonstration. Soient ¢: N — N strictement croissante et ¢ tels que la suite v définie
par vy, = Ugy(y) converge vers £. Soit € > 0. On trouve :
— Ny € Ntel que : Vn > Ny, v, — €] = [ugp) — € < 5

— Nz € Ntel que : Vn > N2, Vm > N, |uy — up| < §.

On rappelle :
VneN, ¢(n)>n.

Ainsi, pour n > max(Ny, No) :
g
[un = ] = Jun = pn) + Upm) = € < |un = Upm)| + |tpm) =€ < 5+ 5 =¢,

donc limy,— 4 o0 Uy = L. [ |
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Théoréme 1.4.8. Toute suite réelle de Cauchy converge.

Démonstration. Soit v € RY de Cauchy. Alors u est bornée. Par le Théoréme 1.3.11, elle
admet donc une sous-suite convergente. On applique alors la Proposition 1.4.7. |

Remarque 1.4.9. Il est naturel de se poser la question de 'utilité de la notion de
suite de Cauchy aprés ce résultat : en effet, pour une suite réelle, étre de Cauchy et étre
convergente est complétement équivalent. On dit que R est complet. Pour trouver des
exemples de suites de Cauchy qui ne convergent pas, il faut donc considérer d’autres
ensembles. Les suites complexes ne vont pas nous aider non plus, car on peut montrer
que C est également complet. Des contre-exemples peuvent cependant étre trouvés si
on regarde du coté de Q.
Considérons par exemple la suite v € QN définie par ug = 2 et :

Vn € N, un+1:%+i.

2 Up,

On peut montrer que tous les éléments de cette suite sont bien rationnels. Par ailleurs,
il est possible de montrer que u est décroissante et minorée : en tant que suite réelle, elle
converge donc vers un élément £ € R. En tant que suite convergente, on constate alors
que u est de Cauchy. Cependant, aprés quelques calculs, on montre que £ = v/2. La
suite est donc bien de Cauchy, mais elle ne converge pas vers un élément de ’ensemble
lui-méme. Notons qu’il est possible de montrer que cette suite est de Cauchy sans passer
par des arguments utilisant R : on pourra par exemple se pencher sur I’Exercice 1.2.
Il ne s’agit pas d’'un exemple exotique : d’autres suites rationnelles ont le méme com-
portement. Une légére modification de la définition de la suite précédente permet de
converger vers y/a pour n’importe quel réel a > 0. Mieux que ga, si on considére
n’importe quel réel x € R, on peut montrer que la suite définie par :

| 10" |

YneN, x,= o

converge vers x. On peut méme remplacer le 10 par un b € N quelconque, tant que
b>2.

Tous ces exemples illustrent en fait le besoin de définir R : dans Q, on trouve des
« trous », c’est-a-dire qu’on y trouve des suites qui convergent, mais en dehors de
I’ensemble lui-méme. Avec R, on comble ces trous.

Dans le premier exemple de cette remarque, on passe par montrer que la suite est
convergente pour en déduire qu’elle est de Cauchy, mais il est aussi possible de montrer
directement que la suite est de Cauchy. C’est finalement tout I'intérét de cette notion :
on montre que les éléments sont de plus en plus proches les uns des autres, ce qui
ressemble & une notion de convergence, mais sans avoir besoin de connaitre la limite
pour autant.
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Exercice 1.2
Solution page 20.
Soit u € QN définie par ug > 0 et :
U 1
vn € N, un+1:—n+—.
2 Up,
1. Montrer que :
YneN, wu,>0.

2. Montrer que :
vn e N*, 2 >2.
3. En déduire que u est décroissante & partir du rang 1.

4. Montrer que, pour tout n € N*, il existe k,, > 0 tel que :
|un+1 - Un| = kn‘un - Un71|-

5. Montrer que :
1
Vne N k,< 7
6. En déduire que u est de Cauchy.

1.5 Solutions des exercices

Solution de I’Exercice 1.1

Commengcons par le sens facile : supposons que (ii) est vraie, c’est-a-dire que u est
bornée. Alors u est bornée a partir du rang 0. Ou du rang 3. Ou du rang 20160102, ¢a
marche aussi.

Supposons maintenant que (i) est vraie, c’est-a-dire qu’il existe C7 > 0 et N € N tels
que :
Vn >N, |u,| < Ch.
Soit :

Co:= max |ugl.
ne0,N—1]

Alors, pour tout n € N, |u,| < C' := max(Cy, C1).

Solution de ’Exercice 1.2

1. On procéde par récurrence sur n € N. Par hypothése, ug > 0, donc le résultat est vrai
au rang n = 0. Supposons qu’il soit vrai pour un certain n € N. Alors :
U, 1

Un+1:7+u*>07
mn
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ce qui termine la preuve.

2. Soit n € N. On utilise la définition :

ufn+i:u%+2‘

Unp+1 =

2 Up, 2u,
Ainsi :
.2 :ui+4u%+4:ufl—4u%+4+8u%:(u%—2)+8u,% %:2
et 4u2 4u2 4u2 T 4u? T

3. Soit n € N*. Comme u, > 0, on peut considérer :

Un+1 1 1

Up, 2 u

Or, u2 > 2, donc :
Un+1

Un

<1

ce qui montre que upt1 < Uy : u est donc décroissante.

4. Soit n € N*. Commencons par calculer :

Up, 1 2 — u%
Uptl —Up = — + — —Up = .
2 Unp, 2u,
Or :
2 2
2 Un—1 Uy 1 1
2yl =2— =1 -
2 Up—1 4 Uy 1
Up—1 1
B 2 Un—1
Comme par ailleurs :
2 — u% 1
Un Up—1 =
2Up—1
on obtient :
2
2 —up = —(Up — Up—1)
Ainsi : )
o (un - un—l)
un+1 - un — 5
2,
d’ou :
[Un+1 — Un| = knltn — Uup—1],
avec :

’un - un—l‘

k,, =
" 2uy,

21
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Ainsi :

Unp—1

|un - un71| = Up—1 — Up = Up—1 — -

2 Un—1

Comme u,_1 > 0, on obtient :

Un—1
|un — un,1| < n2
Ainsi : 1
Unp—1
k
"4y,
De plus :
Up—1 Up—1 - 2“% 1 _
U T Un—1 + 1 u2 +2
n 2 Unp—1 n—1
d’ou :
kn < 1 2=
"4 T2

6. On invoque simplement la Proposition 1.4.4.

22

Comme u est décroissante & partir du rang 1, on peut écrire, pour n € N*, u,, < up_1.



Chapitre 2

Développements limités

2.1 Définitions, premiéres propriétés

Définition 2.1.1. Soit f: I — R avec 0 € I. On dit que f admet un développement
limité en 0 & U'ordre n € N s’il existe un polynéme P de degré inférieur ou égal a n et
une fonction €: I — R vérifiant lim,_,oe(x) = 0 tels que :

Veel, f(z)=P(x)+az"e(z).
Le polynéme P est appelé partie réguliére. En notant
P(x)=ag+ar1x+ ...+ apz"”,

on obtient
f(x)=ap+ar1z+ ...+ apz™ + z"(x),

et chaque réel a, pour k € [0,n], est appelé coefficient d’ordre k& du développement
limité de f en 0.

Exemple 2.1.2. Soit f: x — 3 + 2z + z2. Pour tout n € N tel que n > 2, on peut
alors écrire :
f(@) =3+ 2z + 2% + 2" (2),

ol &g est la fonction identiquement nulle. On peut également écrire le développement
limité de f a ’ordre 1 :
f(x) =3+ 2z +ze1(x),

ol €1: « — x. Et pour finir, le développement limité de f a 'ordre O :
f(x) =3+ ea(2),

oll €9: = + 2 4 x2 tend bien vers 0 quand z tend vers 0.

23
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Exercice 2.1
Indications page 50. Solution page 51.

Soit n € N.

1. Montrer que
VreR, (1-2)(1+z+...+2") =(1-2").

2. En déduire le développement limité d’ordre n en 0 de la fonction

1

T+ .
1—=x

3. En déduire le développement limité d’ordre n en 0 de la fonction

1

T )
1+=x

Définition 2.1.3. Soit g: I — R. On dit que g admet un développement limité en un
point xg € I a 'ordre n € N si la fonction

f: I—z9 — R
z = gz + xo)

admet un développement limité en 0 & I'ordre n.

Pour un développement limité de g en xg, on obtient :
g(x) =ap+ai(x —x0) + ...+ an(x — x0)" + (x — x0)"e(x — x0).

A partir de maintenant, on ne s’intéresse aux développements limités en 0. On considére
donc une fonction f: I — R avec 0 € 1.

Lemme 2.1.4. Supposons que f admette un développement limité en 0 & l'ordre
n € N. Alors, pour tout k € [0,n], f admet un développement limité en 0 a l'ordre k,
obtenu en « tronquant » le développement limité & 'ordre n.

Démonstration. Le cas k = n est évident. On suppose alors 0 < k < n. Pour x € I, on

a:
f(z)=ao+a1z+ ...+ apz" + z"e(x)
=ap+ a1+ ...+ apx”® + akakH + .. Fapz™ + z"e(x)
=ag+ a1z + ...+ apz® + xk(aka + . Fap 4 x"iks(az))
&(x)
avec (x) —— 0. |

z—0
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Théoréme 2.1.5. Si f admet un développement limité en 0 & 'ordre n € N, alors ce
développement limité est unique.

Démonstration. On procéde par récurrence sur n. On note :

Si fadmet un développement limité en 0 & 'ordre n,
les coefficients de la partie réguliére sont uniques.

Initialisation. Supposons que, pour z € I,

f(z) = ao + £a(x)
=bo + gb(w)a

avec £4(x) — 0 et gp(x) —— 0. Alors, en particulier :
z—0 z—0

ap + €q(x) = b + ep(x).
En faisant tendre x vers 0 dans cette égalité, on obtient
apg = b[)

et ainsi (/(0)) est vraie.

Héreédité. Supposons qu’il existe n € N pour lequel (/(n)) est vraie. Supposons que
f admette un développement limité en 0 & I'ordre n + 1. On écrit :

f(l‘) =ay+a1x+ ...+ anm” + an+1xn+1 + :Cn+15a(x)

=D+ b1z + ... + by 4 by 2" ey (2)
avec €4(x) —— 0 et g5(z) —— 0. On applique le Lemme 2.1.4 pour écrire :
z—0 z—0
fx)=ao+ a1z + ...+ apz" + 2", (x)
=byg+bix+ ...+ byz" + 2"&(2)

avec £4(x) — 0 et £(x) — 0. Par hypothése, (/(n)) est vraie, donc :
z—0 z—0

Vk € IIO,TL]], ag = bg.
Pour x € I, on obtient alors :

f(x) =ap+aix+ ... +az" + an+1x"“ + xnﬂaa(az)

=ag+ a1z + ...+ apz™ + by + 2" ey ().
En particulier :

aptajz+.. .+anx"+an+1aﬁ"+1—i—x”“aa(w) =aqot+arz+.. .+anx"+bn+1x”+1+a:"+15b(:c),
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et donc :
anp1z™ 4+ :U"+15a(:17) = byt 4 :L‘”Hz—:b(:r).

Pour x # 0, on obtient ainsi :
ant1 + €q(x) = bpg1 + ep(x).
On fait alors tendre x vers 0 pour obtenir :

an+1 = bn+1,

et ainsi (/1 (n + 1)) est vraie. [

Lemme 2.1.6. La fonction f admet un développement limité d’ordre 0 en O si et
seulement si f est continue en 0. On a alors ag = f(0).

Démonstration. Dans un premier temps, supposons f continue en 0. Alors, pour
xel:
f(x) = f(0) + f(z) — f(0).
(x)
=(lx

Par continuité de f, on obtient :

le(x)] = [f(z) = fF(O)] — 0.

z—0

Ainsi, f admet un développement limité d’ordre 0 en 0 avec ag = f(0).

Réciproquement, supposons que f admette un développement limité d’ordre 0 en 0.
On écrit alors :
Veel, f(x)=ao+e(z),

avec () — 0. En considérant z = 0 dans cette égalité, on obtient :
T—

f(O) = ap.

Ainsi :
|[f(z) = F(O)] = | f(2) = ao| = [e(=)] — 0,

donc f est continue en 0. |

Lemme 2.1.7. La fonction f admet un développement limité d’ordre 1 en 0 si et
seulement si f est dérivable en 0. On a alors a; = f/(0).
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Démonstration. Dans un premier temps, supposons que f admette un développement
limité d’ordre 1 en 0. On écrit alors :

Veel, f(z)=ap+az+ ze(x),

avec () — 0. En appliquant le Lemme 2.1.4, on obtient que f admet un développement
T—r

limité d’ordre 0 en 0, ce qui implique, en appliquant le Lemme 2.1.6, que ag = f(0). Ainsi :
Veel, f(z)=f(0)+arx+ ze(z).

Pour x # 0, on a ainsi :
=a; +¢e(x) — ay,
z—0

donc f est dérivable en 0 avec f/'(0) = a;.
Réciproquement, supposons f dérivable en 0. On note

f@)=f0) _ 4 -
MH{ S L0), siz#0,

0, six=0.
Alors, pour z # 0 :
(@) = £(0) + 2 '(0) + ze(w)
avec €(x) — 0, donc f admet un développement limité d’ordre 1 en 0. |
T
Attention, ces équivalences s’arrétent a I'ordre 1 : par exemple, ce n’est pas parce qu'une

fonction admet un développement limité d’ordre 2 en 0 qu’elle est pour autant deux fois
dérivable en ce point. On pourra s’en convaincre avec I’exercice qui suit.

Exercice 2.2
Indications page 50. Solution page 52.

Soit f: R — R définie par

fla) = 1+x+x2—|—:ﬂ3sin(m%), s%:v;é(),
1, six=0.

1. Montrer que f admet un développement limité d’ordre 2 en 0.
2. Montrer que f est dérivable sur R.
3. Montrer que f’ n’admet aucun développement limité en 0.

Proposition 2.1.8. Supposons f dérivable sur I et telle que :

Ve el, f'(z)=a"¢e(x)
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pour un certain n € N et e: I — R avec () — 0. Alors :
T—

Ve el, f(z)=f(0)+az""&(),

avec £: I - R et é(x) —— 0.
z—0

Démonstration. On applique le théoréme des accroissements finis entre 0 et x € [ : il
existe ¢ tel que 0 < |cz| < |z| pour lequel

f(@) = £(0) = fco)a.

Ainsi, par hypothese sur f :

f(x) = f(0) + zcpe(cy).

On pose :

Q%

0, six =0.

zcle(cs) .
T {M’ 81X # 07

Pour = # 0, on a alors :
f(x) = F(0) + 2" "E(x).
De plus, comme ¢, —— 0, on obtient :
z—0

|||=]"
‘$|n+1

oy lallesd”
)l = e

le(ea)| <

e(ea)l = le(ea)] — 0,

d’ou le résultat. [ |

Ce résultat peut étre vu comme une sorte de primitivation de développement limité
pour une certaine classe de fonctions : il faut pour cela que f’ vérifie une hypothése qui
parait plutot restrictive. Le résultat suivant permet d’aller (beaucoup) plus loin.

Proposition 2.1.9. Supposons que f admette une primitive F sur I, et qu’elle admet
un développement limité d’odre n € N en O :

Veel, f(z)=a+az+...+apz" +2"e(z),

avec £(z) — 0. Alors F' admet un développement limité d’ordre n 4+ 1 en 0 donnée
T—r

par :
332 xn—&-l
Veel, F(r)=F(0)+ax+a——+...+ay

5 ] + x"Hé(x),

avec £(z) — 0.
z—0
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Démonstration. On pose

2 1
G: x»—)F(az)—aox—alj—...—ann+1.
Alors G est dérivable sur I avec :
Veel, G'(z)=f(x)—ay—aix—...—ax" =2z"e(x)

par hypothése sur f. On applique alors la Proposition 2.1.8 : il existe £€: I — R telle que

E(x) —=> 0 et
z—0

G(x) = G(0) + 2" 12(),
ce qui termine la preuve puisque G(0) = F(0). [

Remarque 2.1.10. Une facon de retenir ce résultat est de le voir comme une « primi-
tivation » du développement limité de f pour obtenir celui de F'. Attention cependant :
il ne s’agit pas d’une primitivation & proprement parler, puisque la fonction -"*1& n’est
pas nécessairement une primitive de -"¢. En revanche, il s’agit bien de primitiver la
partie réguliére du développement limité de f.

Exercice 2.3
Indications page 50. Solution page 53.

Déterminer le développement limité en 0 & 'ordre n € N de x +— In(1 + x).

Exercice 2.4
Solution page 53.

Donner le développement limité de exp & ’ordre 0 en 0.
En déduire le développement limité de exp a 'ordre 1 en 0.

Conjecturer le développement limité de exp a ’ordre n € N en 0.

W o=

Démontrer la formule conjecturée.

Exercice 2.5
Solution page 54.

1. Donner les développements limités de sin et cos a ’ordre 0 en 0.
2. En déduire le développement limité de sin et cos a ’ordre 1 en 0.

3. Déterminer les développements limités de sin et cos & un ordre quelconque en 0.
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2.2 Notation de Landau

Définition 2.2.1. Soit [ un intervalle de R. Soit zg € I. Soient f et g deux fonctions
définies sur I. On dit que f est négligeable devant g en xg, et on note f = o (g), s'il
T—xQ

existe n > 0 et e: |xg — n, o + N[ — R veérifiant e(z) —— 0 tels que :
T—T0
Vo €lzo —n,xo + 0, fx) = g(z)e(x).

Remarque 2.2.2. A la différence des suites oul seul le comportement & I'infini nous
intéressait, ici on peut s’intéresser & une infinité de points différents, ce qui implique
I'introduction du voisinage de xy. Hormis cela, la définition est moralement la méme,
et on peut adapter les preuves des différents résultats pour montrer qu’ils sont aussi
vrais dans le cas des fonctions. Par exemple, si ¢ ne s’annule pas sur le voisinage
lzo — n, o + 1], alors

f= o (9) <= —F<——0.
r—To g(.T) T—T0

Dans les développements limités, on pourra donc remplacer le terme z"e(z) par o(x") :

flz)=ao+ a1z + ...+ apz™ +o(z").

Proposition 2.2.3. Pour tout (n,m) € N? :
L. o(z™) + o(x™) = o(a™),
2. o(x™) x o(x™) = o(x™t™),

3. o(x™) —o(z™) = o(z™).

Démonstration. 1. On trouve deux fonctions €1 et £ tendant vers 0 telles que :

"1 (x) + a2"e2(x) = 2" (e1(x) + £2(x)).
—_——

—0

2. On trouve deux fonctions €1 et €5 tendant vers 0 telles que :

x"e1(z) x aMeqy(x) = x

3. On trouve deux fonctions 1 et €5 tendant vers 0 telles que :

"1 (x) — x"ea(x) = 2" (e1(x) — e2(x)).
—_———

—0
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Remarque 2.2.4. La preuve de ce dernier résultat est relativement facile en revenant
& la définition. Elle permet cependant de comprendre pourquoi il ne faut jamais écrire
o(z™)—o(z™) = 0. La notation o(-) n’est qu'une notation, il ne s’agit pas d’une fonction :
il n’y a aucune raison, en général, de supposer 1’égalité des fonctions impliquées.

Exemple 2.2.5. On considére la fonction f: x — e® cos(z), dont on cherche & écrire
le développement limité & I'ordre 2. Pour cela, on peut commencer par écrire :

2
€x:1+$+?+0(1’2),
22
cos(z) =1— 5 + o(z?).

On peut alors écrire :

2 3

—1- %+o(x2)+$— %—}—xo(xQ)
.CC2 :134 1172 5172
+ 5 =+ ole®) +oa?) = o) + o(a?)o(a?)

simplement en développant. Notre objectif est d’obtenir une expression de la forme
f(x) = ap + a1 + aza® + o(2?).

Il y a donc encore un peu de travail. On peut déja commencer par appliquer le résultat
précédent :
2 2y (2
o(z%) + o(z”) = o(z7),

ce qui permet de simplifier un tout petit peu l'expression précédemment obtenue.
Commencons par nous occuper de tous les termes en petit o. Le dernier est notamment

toujours par application du résultat précédent. On peut cependant vérifier que o(z*) =
o(x?), donc ce terme va lui aussi « rentrer » dans le petit o final. On a par ailleurs
d’autres termes ou il s’agit de multiplier un petit o par une puissance de x. Traitons
par exemple :

zo(x?) = o(z?) = o(2?).

De la méme fagon, tous les termes en petit o peuvent étre rassemblés en un seul et
méme terme. On obtient donc & ce stade :

z? 3 x? ot



CHAPITRE 2. DEVELOPPEMENTS LIMITES 32

C’est déja mieux, mais ce n’est pas fini : la partie réguliére d’un développement limité
d’ordre 2 doit étre un polynéme de degré au plus 2, ce qui n’est pas le cas ici. Il faut
cependant se rappeler que nous sommes au voisinage de 0, donc :

23 =o(x?) et z'=o0(2?).
Ainsi :
x? 72 9
f(z) = 1—?—1—:1:—1—?4-0(3: ).

Il ne reste plus qu’a simplifier en rassemblant les termes de méme degré. On obtient
finalement :
fl@) =1+x+o(z?).

Définition 2.2.6. Soit I un intervalle de R. Soit zg € I. Soient f et g deux fonctions
définies sur I. On dit que f est bornée asymptotiquement par g en xg, et on note
f= 0O (9),silexiste n>0 et c: Jxg —n,xo + n[ — R bornée tels que :

Tr—xT0

Vo € lxo —n,xo + 0, f(z) = g(z)c(z).

Remarque 2.2.7. Ici encore, les résultats démontrés dans le cadre des suites peuvent
facilement étre étendus au cadre des fonctions. De méme, les propriétés de sommes
et multiplications démontrées précédemment pour les o( - ) sont aussi vraies pour les

().

Définition 2.2.8. Soit [ un intervalle de R. Soit zo € I. Soient f et g deux fonctions

définies sur I. On dit que f est équivalente & g en xg, et on note f ~ g, s’il existe
T—T0

n>0ete:]zg—n,x0+n — R vérifiant e(x) — 0 tels que :
T—To
Vo €lzo —n,x0+nl,  fz) =g(x)(1+e(2)).

Remarque 2.2.9. Encore une fois, on peut étendre les résultats obtenus sur les suites
équivalentes.

2.3 Formules de Taylor
2.3.1 Fonctions n fois dérivables

Définition 2.3.1. Soit / un intervalle ouvert non vide de R. Soit f: I — R. Pour
n €N, la dérivée d’ordre n de f sur I, notée f(™) est définie par récurrence par :

_f(O)::f’
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— si f(=1) est dérivable sur I, alors ) = (f(»=DY.
On dit que f est n fois dérivable si f(™ est définie.

Ainsi, f(© est simplement la fonction f. Pour f dérivable, f1) = f’ est la dérivée, et
ainsi de suite.

Remarque 2.3.2. Comme la dérivabilité implique la continuité, si f est n fois déri-
vable sur I, alors f(©, (1) et ainsi de suite jusqu’a f(™1) sont continues sur I.

Définition 2.3.3. Soit I un intervalle de R. Soit f: I — R. On dit que f est n € N
fois dérivable en a € I si :

— il existe un intervalle ouvert I tel que a € I C I et sur lequel f est n — 1 fois
dérivable ;

— (=1 admet une dérivée en a, notée (™ (a).

Remarque 2.3.4. Une fonction f est n fois dérivable sur un intervalle I si et seulement
si elle est n fois dérivable en tout point de 1.

Remarque 2.3.5. Par définition, si f est n fois dérivable, alors elle est k fois dérivable
pour tout k € [0, n].

Proposition 2.3.6. Soient f et g deux fonctions réelles définies sur un intervalle I.
Si f et g sont n fois dérivables, alors pour tous réels A et u, la fonction h := Af + ug
est n fois dérivable et :

R = AF) 4 g™,

Démonstration. On proceéde par récurrence sur n € N. Le cas n = 0 est trivial :
O =h = \f +pg = MO 4 pug®.

Le cas n = 1 est une conséquence de la linéarité de la dérivée :
MY =1 = A+ pg' = AV + pg.

Supposons le résultat vrai au rang n € N. On suppose que f et g sont n+ 1 fois dérivables.
En particulier, elles sont une fois dérivables et on peut ainsi définir

hlZ)\f/+/«Lg/-

Comme f et g sont n + 1 fois dérivables, f' et ¢’ sont n fois dérivables, et on peut ainsi
appliquer 'hypothése de récurrence pour obtenir que k' est n fois dérivable avec :

(W)™ = X" + u(gh™,

d’ou le résultat. [}
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Proposition 2.3.7. Soient f et g deux fonctions I — R toutes les deux n fois déri-
vables. Alors h := fg est n fois dérivable sur I et :

n

B =3 (Z) 0 40—

k=0

Démonstration. On procéde par récurrence sur n. Le cas n = 0 est trivial :
B0 —p = fg= f(D)g(O).

Au rang n = 1, on obtient :
W=fg+1d,

donc le résultat est vrai également. Supposons le résultat vrai jusqu'au rang n € N*.
Supposons que f et g sont n + 1 fois dérivables. En particulier, elles sont au moins une
fois dérivable, donc h Vest aussi avec h' = f'g + fg¢’. Or, comme f et g sont n + 1 fois
dérivables, les fonctions f’, g, f et ¢’ sont n fois dérivables. Par hypothése de récurrence,
les fonctions f’g et fg' sont donc elles aussi n fois dérivables. Ainsi, la Proposition 2.3.6
implique que A’ est n fois dérivable avec :

(W)™ = (f'9)™ + (f¢)™

Sl Qe
(e E (e
(g e
L e (e
=1

n (n+1) n nlk)
Qe (e

/‘\

n

B
Il
o

I
M3

k
n

Il
TT + 1
3 - o

On réorganise un peu :

()™ = (g) FO) gnt1) 4 ((k: ﬁ 1) + <Z>> FR) gnt1=k) 4 (Z) Fn+1) 5(0),
k=1



CHAPITRE 2. DEVELOPPEMENTS LIMITES 35

Or :

(k: . 1> * (Z) = 1)!(Z!+ T k;!(nni )l
k!t (0t 1 k)l

El(n+1—k)!
_ (n+1)n!
Ckl(n+1-k)!
~ (n+ 1)
Ckl(n+1-k)!

(1)
(=03« 0-C2)

n+1 TL—I—l
po ) = 3 ( > 09 (t1-8).

k=0 k

Par ailleurs :

On a ainsi obtenu :

donc le résultat est vrai également au rang n + 1. |

Proposition 2.3.8. Si f: I — J C R est n fois dérivable sur I et g: J — R est n fois
dérivable sur J, alors g o f est n fois dérivable sur I.

Démonstration. On procéde par récurrence sur n € N. Le cas n = 0 est trivial. Supposons
le résultat vrai au rang n € N. On suppose alors que f et g sont n + 1 fois dérivables. En
particulier, elles sont une fois dérivables et on peut définir :

(gof) =(g"of)f"

Comme f et g sont n + 1 fois dérivables, ¢’ et f sont n fois dérivables. Par hypothése de
récurrence, ¢’ o f est donc elle aussi n fois dérivable. De plus, f’ est aussi n fois dérivable,
donc on peut appliquer la Proposition 2.3.7 : (g o f)" est un produit de deux fonctions n
fois dérivables, et est donc n fois dérivable. |

Proposition 2.3.9. Soit g: I — R une fonction n fois dérivable sur I qui ne s’annule
pas. Alors la fonction

f:xb—)m

est n fois dérivable sur I.
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Démonstration. On procéde par récurrence sur n € N. Le cas n = 0 est trivial. Supposons
le résultat vrai au rang n € N. On suppose que g est n + 1 fois dérivable. En particulier,
elle est une fois dérivable et on peut donc définir

(1 _ ¢
f_<g> g%

Comme g est n + 1 fois dérivable, elle est n fois dérivable, donc (conséquence de la Pro-
position 2.3.7), g% est elle aussi n fois dérivable. De plus, ¢ ne s’annule pas sur I, donc g?

non plus, et ainsi la fonction g% est n fois dérivable par hypothése de récurrence. Toujours

parce que g est n + 1 fois dérivable, ¢’ est n fois dérivable, donc f' = —¢g’ - g% est n fois

dérivable en tant que produit de deux fonctions n fois dérivables. [

Proposition 2.3.10. Soit f: I — R une fonction n fois dérivable, avec n € N*, telle
que f’ ne s’annule pas sur I. Alors :

— [ est une bijection de I vers J := f(I);

— [~ est n fois dérivable sur .J.

Démonstration. Le fait que f définisse une bijection est une conséquence du théoréme
des valeurs intermédiaires : comme f’ ne s’annule pas, elle est de signe constant et on en
déduit que f est strictement monotone.

Pour le reste, on procéde par récurrence sur n € N*. Le cas n = 1 est classique :

- 1
- f/of—l'

Supposons le résultat vrai au rang n € N*. On suppose que f est n + 1 fois dérivable. En
particulier, elle est une fois dérivable et on peut définir

(fY

- 1
- f’of‘l'

Comme f est n+1 fois dérivable, f’ est n fois dérivable. De plus, f est aussi n fois dérivable
donc, par hypothése de récurrence, f~! est n fois dérivable. Ainsi, par la Proposition 2.3.8,

f'o f~1 est n fois dérivable. Comme de plus f’ ne s’annule pas, il en va de méme pour
f"o f~1 et ainsi, par la Proposition 2.3.9, on en déduit que f,oi;,l est n fois dérivable,
d’ot le résultat. |

(fY

On termine cette section avec une définition permettant de mettre en avant un point im-
portant : on a dit précédemment que le fait qu’une fonction soit n fois dérivable impliquait
que toutes ses dérivées jusqu’au rang n — 1 étaient continues. Cela n’implique cependant
pas que la n-éme dérivée est elle-méme continue. Lorsque cela est vrai, on dispose de la
notation suivante.
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Définition 2.3.11. On dit qu’une fonction f est de classe C™ sur I si f est n fois
dérivable sur I et que f(™ est continue sur 1.
La Remarque 2.3.2 devient alors : si f est n fois dérivable, alors f € C" 1.

Définition 2.3.12. On dit qu’une fonction est de classe C* si elle est de classe C"
pour tout n € N.

2.3.2 Formules de Taylor

On a vu précédemment que si f: I 5 0 — R admet un développement limité d’ordre
n€N*"en 0, on a :

f(x) = £(0) 4+ f(0)x + asz® + ... 4 apz™ + o(z™).

On va voir que si f est n fois dérivable en 0, alors les aj, s’expriment en fonction de £)(0).
Avec un peu plus de régularité, on pourra méme estimer le reste o(x").

Théoréme 2.3.13 (Formule de Taylor-Young). Soit f: I 5 0 — R dérivable n € N
fois en 0. Alors, pour tout = € [ :

2 n

SN0

f(x) = f(0) + f'(0)x + f”(0)5
n [,Ck "
- f(k)(O)H + o(z™).

Démonstration. On procéde par récurrence sur n. Le cas n = 1 a déja été traité (voir
Lemme 2.1.7). Supposons le résultat vrai pour un certain n € N*. Soit f: I 5 0 — R une
fonction n+ 1 fois dérivable en 0. En particulier, f’ est n fois dérivable en 0. Par hypothése
de récurrence, on a alors :

Yrel, f(@)=f(0)+...+ ()0 +o(=")

= F0) + ...+ fHD(©0) 5 + o(a")
n!
La Proposition 2.1.9 permet alors d’écrire :
, (nt1) l.nJrl 1
Ainsi, le résultat est vrai au rang n + 1. |

En conclusion, si f est n fois dérivable en 0, alors :

F®(0)
k!

Vk e [0,n], a=
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Corollaire 2.3.14. Soit f: I — R dérivable n € N en a € I. Alors, pour tout x € I :

(z —a)?

fla) + f(@)(w = a) + f'(a)———+...+ f"(0)
- (x—a)t

M0
=0

(x —a)"

n!

f(x) +o((z—a)")

+o((x —a)™).

e

Démonstration. Soit g: z — f(z + a) définie sur
J={x—a; xzel}.

En particulier, comme a € I, 0 € J et g satisfait les hypothéses d’application de la formule
de Taylor-Young. Ainsi :

n
hk
g(h) = _g"(0) 75 +o(h")
k=0
pour h € J. On obtient alors le résultat en revenant a la définition de g. |

Exercice 2.6
Solution page 54.

Déterminer le développement limité en 0 a 'ordre 3 de la fonction tangente.

Avant d’aller plus loin et d’estimer le terme o(z™), nous aurons besoin du résultat
suivant.

Proposition 2.3.15. Soit I un intervalle ouvert non vide de R. Soit f: I — R une
fonction n + 1 fois dérivable avec n € N. On suppose qu'il existe (a,b) € I? tel que

fla) = f(b) et Vke[l,n], f*()=0.

Alors il existe ¢ € Jmin(a, b), max(a, b)[ tel que f™+1(c) = 0.

Démonstration. On procéde par récurrence sur n € N. Le cas n = 0 n’est autre que le
théoréme de Rolle. Supposons donc le résultat vrai & un certain rang n € N. Soit f: I — R
une fonction n + 2 fois dérivable. On suppose qu'il existe (a,b) € I? tel que :

fla) = f(b) etVke[l,n+1], f%(a) = 0.

On note
A :=min(a,b) et B :=max(a,b).

En appliquant le théoréme de Rolle, on trouve ¢ € |A, B] tel que f/'(¢) = 0. Or, " est n+1
fois dérivable sur I avec :

flla)=f(c)=0 et Vk € [L,n],(f)P(a) = 0.
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Par hypothése de récurrence, il existe ainsi d € |min(a, c), max(a,c)[ C ]A, B[ tel que
0= (f)"*(d) = fF2)(d). u

Théoréme 2.3.16 (Formule de Taylor-Lagrange). Soit f: I 5 0 — R une fonction
n € N* fois dérivable sur I. Alors, pour tout = € I, il existe ¢, € [min(0, z), max(0, z)]

tel que :
f(nil)(o) n—1 f(n)(cr) n

f() :f(0)+f’(0)x+...+mx e

Démonstration. Si z = 0, alors on vérifie facilement que le choix ¢, = 0 convient. On va
donc désormais supposer x # 0.
Pour tout réel K, on définit :

Gr:telv f(t) - (f(O) +f’(0)t+~-+f("1)(0)(7Lt7:_11)!+KZ>'

Comme z # 0, on peut fixer K € R tel que Gg(z) = 0, c’est-a-dire :
n—1 n

X xT
o TR

f@) = £0)+ £ 0z + ...+ f"H(0)

Comme f est n fois dérivable sur I par hypothése, il en est de méme pour Gg. Par
définition, G (z) = 0. De plus, on vérifie facilement que Gx(0) = 0. Ainsi :

Gk (0) = Gg(z).
De plus, on vérifie toujours aussi facilement que :
_ ®) ) —
Vk e [1,n—1], G’(0)=0.

On peut alors appliquer la Proposition 2.3.15 : il existe ¢; € Jmin(0, z), max(0, )| tel que
G (c,) = 0. Or :
G (es) = F(ea) ~ K.

donc

K= f(n)(cw)y

et on obtient le résultat. [ |

Remarque 2.3.17. Dans le cas n = 1, on retrouve le théoréme des accroissements
finis classique.

‘ Remarque 2.3.18. Si x # 0, alors ¢, est strictement compris entre 0 et x.
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Exercice 2.7
Solution page 55.

Soit n € N*. Montrer que

ex

lim — = +o0.
x—+oo L

Corollaire 2.3.19. Sous les mémes hypothéses que celle du Théoréeme 2.3.16, si de
plus f(™ est bornée sur I, alors :

f(ac):f(O)—i—f'(O)x—i-...—i—i.x + O(a™).

Démonstration. C’est une conséquence directe : il suffit d’appliquer le Théoréme 2.3.16
puis de passer a la valeur absolue. |

Exercice 2.8
Solution page 56.

Soient deux réels a < b. Soit f € C*([a,b]). Soit x € Ja,b[. On définit

fle—h)=2f(x)+ f(x+h)

D,: h— 2

Montrer que :

f"(z) = Da(h) = O(Oh?).

Théoréme 2.3.20 (Formule de Taylor avec reste intégral, ou formule de Taylor-La-
place). Soit f: I 5 0 — R de classe C" sur I pour un certain n € N*. Alors :

xnfl T (n) S
veel, f@)=f(0)+fOa+...+ 70 CE] +/0 (J; _(1))! (= )" ds.

Démonstration. On procéde par récurrence sur n € N*. Dans le cas n = 1, on peut
écrire :

0!

d’ot le résultat. Supposons que la formule soit vraie & un certain rang n € N*. Soit f: I — R
de classe C"*! sur I. Ainsi, f est n + 1 fois dérivable et, en particulier, elle est de classe
C™. Par hypothése de récurrence, on a alors :

z £(1) s z
/ f ()(:U—S)Odsz/ f'(s) ds = f(z) — f(0),
0 0

a1 T £(n)(g
f(z) = fO)+ f(0)z + ... + f(”‘”(o)m + /0 (J; —(1))! (z — 5)"! ds.
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Une intégration par parties donne :
v f(n)(s) n—1 _ (n) (.’IJ — S)n v /aC f(nJrl) (S) n
/0 (=1 (x—8)" " "ds=—|f (s)in! . + T (x — )" ds.

On peut alors calculer :

(z — S)"] AR ()
n!

_ [f(”)(s)

et on obtient ainsi le résultat. [ |

Exercice 2.9

Solution page 56.

Soit f: R — R une fonction de classe C" pour un certain n € N, et telle que f( = 0.
Montrer que f est une fonction polynomiale.

2.3.3 Développements limités des fonctions usuelles

La formule de Taylor-Young nous permet d’obtenir les développements limités de fonc-
tions dont on connait les dérivées. Considérons par exemple la fonction

1
foo g
On peut montrer par récurrence que :
k k!
vkeN, f¥z)= A=)t
Ainsi :
1 . (k) zF n
1—» *Zfl (0)g+0<33 )
k=0
n
k! ¥ n
=D T o)
k=0
n
= Z z¥ + o(z™)
k=0
On peut faire de méme avec la fonction
forx— e
dont les dérivées sont données par :
k k!
Ainsi : .
1 ko k
= —1 n .
= Y (D o)
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Remarque 2.3.21. On aurait pu tout aussi bien effectuer un changement de variable
dans le développement limité précédent.

Considérons maintenant
fz:x = In(l+z).

La encore, une récurrence permet de montrer :
vk e N, fB(x) = (-1)
Ainsi :
(k) o 0
In(1+x) = f3(0) + > f3 (0) 77 +o(a"™)
k=1

=In(140) + ;(—1)’“rl (k : 2k o7 +o@")

_ - _1 k+1£k n
k=1

Parmi les fonctions usuelles, il en est une dont le développement limité est particulié-
rement facile & obtenir avec les formules de Taylor : 'exponentielle, dont la dérivée n’est

autre qu’elle-méme. Ainsi :

De ce développement limité, on peut en déduire celui des fonctions hyperboliques. En effet :

e’ +e %

cosh(z) =

=0 =
1 g2k 1 n—1 22k +1 1 g2k 1 n—1 22k +1
=5 R a o R 2 3 T )
| [ | |
2 — (2k) 2 — (2k+1) 2 — (2k) 2 — (2k+1)
n 2k
_ T 2n
= (25)! + o(z")
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De méme :

= Z 7(;; — + o(z?™ ).

Intéressons-nous maintenant aux puissances. Le cas des fonctions du type
x— (142)™
avec m € N avec assez vite réglé. Considérons donc plutot
farx— (14+2)%, avecaeR\N

On vérifie par récurrence :

k—1
VEeN, fP()=][(a-00+z)**
=0
Ainsi :
n k—1 .'L‘k
(1+2)*=> []la- )y olz")
k=0 ¢=0

z? "
:1+am+oz(oz—1)?+...+oz(oz—1)---(&—(n—1))ﬁ+0(x”).

Profitons de ce petit détour dans le monde des dérivées des fonctions usuelles pour
démontrer un résultat qui peut avoir son utilité.

Lemme 2.3.22. Soit z € R. Pour tout n € N :

sin™ () = sin (m + n%) et cos™(x) = cos (a: + n%) .

Démonstration. On procéde par récurrence sur n € N. Le cas n = 0 est trivial :
T
sin®(2) = sin(z) = sin <x + O§> ,
et il en va de méme pour le cosinus. Supposons donc la formule vraie au rang n € N. Alors :

: T . Tom
sm<x+(n—|—1)§) = sin (:E+n—+—)

2 2
= sin (35 + ng) coS (g) + sin (g) oS (:U + ng)
=0 -1
=cos|x+n=
(z+n3)
= cos'™ (x)
= (sin’)™ ()

= sin™*) (2).
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De la méme facon :

s m m
cos <x+(n+1)—> = cos (x+n—+ 7)

2 2 2
T T . ™ . (T
= cos (m + n§) cos <02) —sin (Z‘ + n§> sin <12>
= —sin <w + ng)
= —sin(™(z)
= (cos)™ (2)
= cos" (),

et ainsi les formules sont également vraies au rang n + 1.

De ce résultat, on peut notamment obtenir :
VkeN, sin®®0)=0 et sin@®*+(0)=(-1)F,

et ainsi :
n
. 22k +1

sin(z) =Y (—1) Ty + o(x? ).
De méme, on obtient :
VkeN, cos®(0)=(=1)* et cos®*V(0) =0,

d’ou :

44

Remarque 2.3.23. Comme on a pu le voir & travers certains exemples et exercices,
les formules de Taylor ne sont pas le seul moyen d’obtenir un développement limité,

et il ne s’agit pas non plus toujours du plus simple!

2.4 Etude d’extrema

Dans cette section, on fixe (a,b) € R x R tel que a < b.
2.4.1 Point critique

Définition 2.4.1. Soient f: ]a,b] — R et zg € ]a,b[. On dit que :
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— f admet un maximum local en zq s’il existe n > 0 tel que :
Va € |lzo —n,20 +1[N]a, b, f(x) < f(zo) ;
— f admet un minimum local en zq s’il existe n > 0 tel que :
Va € lzo —n,20 +1[N]a, b, f(x) = f(zo) ;

— f admet un extremum local en zg si f admet un minimum local ou un maximum
local en x.

Exemple 2.4.2. La fonction = — % + ix‘l — %x2 admet deux minima locaux en +1,

et un maximum local en 0, comme illustré dans la Figure 2.1.

F1GURE 2.1 — La fonction x — % + %14 — %.CC2 admet plusieurs extrema locaux.

Définition 2.4.3. Soient f: |a,b[ — R et x¢ € ]a,b[. On dit que :

— f admet un maximum global en xg si :

vz €a, b,  f(z) < flzo) ;
— f admet un minimum global en x si :

Vo €a, b,  f(zx) > f(zo) ;

— f admet un extremum global en zg si f admet un minimum global ou un maxi-
mum global en zg.

Exemple 2.4.4. La fonction  — 22 admet un minimum global en 0, comme illustré
dans la Figure 2.2.
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Ny

FIGURE 2.2 — La fonction 2 +— 22 admet un minimum global en 0.

Remarque 2.4.5. Un extremum global est aussi un extremum local, mais la réci-
proque n’est pas vraie (dans 'Exemple 2.4.2] le maximum local n’est pas global, de
maniére plutdt évidente).

Remarque 2.4.6. Il n’y a pas nécessairement unicité d’un extremum, méme lorsqu’il
est global. Par exemple, la fonction cos admet une infinité d’extrema globaux : pour
tout n € Z, cos(2nm) = 1 et cos((2n + 1)m) = —1, donc 2nm est un maximum global
et (2n + 1)7 est un minimum global.

Définition 2.4.7. Soient f: |a,b] — R dérivable sur |a, b[ et zo € ]a,b]. On dit que xg
est un point critique de f si f/(zg) = 0.

Proposition 2.4.8. Soient f: ]a,b[ — R dérivable sur |a,b] et zg € ]a,b[. Si f admet
un extremum local en xg, alors xg est un point critique de f.

Démonstration. Si zg est un maximum local, il existe alors n > 0 tel que :
Vo € Jxo —n, 20 +n[N]a, b, f(x) < f(2o).

Pour tout = € |xg — n,zo[ N ]a,b[, on a donc f(z) — f(zp) < 0 et, comme =z — 29 < 0, on

obtient :
T — X T—XTQ
Pour tout x € |z, zo+n[N]a, b[, on a toujours f(z)— f(xo) < 0, mais cette fois-ci z—xo > 0,
one (@) ~ F(zo)
xTr) — i) /
0> .
- x — Xo ) f (:UO)

Ainsi, f'(zg) >0 et f'(z) <0, donc f'(xg) = 0.
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Si g est un minimum local, on peut refaire le méme raisonnement en inversant les
bonnes inégalités. Sinon, on peut aussi remarquer que — f admet un maximum local en z(
et appliquer ce qui précede : (—f) (x¢) = 0, donc f'(xg) = 0. [ ]

Remarque 2.4.9. La réciproque est fausse : ce n’est pas parce qu'un point est critique
qu’il est un extremum. Par exemple, 0 est un point critique de = — 23 qui n’admet
aucun extremum (local ou global).

2.4.2 Etude de points critiques

Proposition 2.4.10. Soit f: ]a,b] — R dérivable. Soit z¢ € |a, b[ un point critique de
f. Supposons qu'’il existe n € N tel que n > 2, a,, # 0 et :

Vo €la, b, f(x) = f(zo) + an(x — x0)" + o((z — 20)")-

Alors :
(i) sin est pair et a, > 0, alors z¢ est un minimum local de f;

(i) si n est pair et a, < 0, alors zp est un maximum local de f;

(iii) si n est impair, xp n’est pas un extremum de f.

Démonstration. On commence par se donner ¢: |a, b[ — R avec () —— 0 telle que :
T—T0

Vo €la,b], f(x)= f(xo)+ an(x —x20)" + (x — x0)" ().

(i) Supposons n pair et a, > 0. Comme £(z) —— 0, il existe n > 0 tel que :
T—T0

Vo € Jxo —n,zo +n[N]a, b, |e(z)] < -
Ainsi, pour z € |zg — n,x0 +n[N]a,b[ :

f(x) = f(x0) = an(x — 20)" + (x — x0)"e(w) = (x — 20)" (an + &(7))

car n est pair, donc (x — )" > 0.
(ii) Supposons n pair et a, < 0. On trouve encore n > 0 tel que :
Va € lzg —n,z0 + n[N]a,b], |e(z)] < -5
Ainsi, pour z € |xg —n,zo +n[N]a,b] :

f(x) = f(x0) = an(x — 20)" + (z — 20)"e(x) = (x — 20)" (an + &(2))
< (0 —a0)" (an = ') = (@ —20)" 5 20,

car n est pair, donc (x — )™ > 0.
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(iii) Supposons n impair. Commencons par supposer a,, > 0. Toujours par hypothése sur
g, on trouve 1 > 0 tel que :

Vo € lxg —n,xo +n[N]a,bf, |e(z)] < —.
Pour z € |xg, 20 +n[N]a,b], on a :
f(@) = f(z0) = (& —x0)" - >0

car x — xg > 0, donc (z — zp)" > 0. Cependant, pour x € |xg — 1, o[ N]a,b], on a :

f(@) — flwo) < (z— xo)”%" <0

car (z —xo)" < 0.
Le cas a, < 0 se traite de la méme fagon : les inégalités s’inversent, de la méme fagon
que pour le cas n pair et a,, < 0 par rapport au cas n pair et a, > 0.

Remarque 2.4.11. Dans le développement limité énoncé dans ce résultat, il n'y a
pas de terme d’ordre 1. La raison est « cachée » dans les hypothéses : comme x( est
un point critique, f’'(zg) = 0 par définition, et c’est justement le coefficient d’ordre 1
du développement limité de f en xg.

3

Tir qui admet 0 et +V3
comme points critiques. En 0, la fonction n’admet aucun extremum. En v/3, on a
affaire & un maximum (global), tandis qu’en —+/3, c’est un minimum (global). Ces
comportements sont illustrés dans la Figure 2.3.

Exemple 2.4.12. On peut considérer la fonction = —

FIGURE 2.3 — La fonction z % admet trois points critiques : 0 et v/3, et les trois
cas se présentent.

Corollaire 2.4.13. Soient f: ]Ja,b[ — R et xy € ]a,b[. Supposons qu’il existe n € N
tel que n > 2, a, #0 et :

Vo €la,b], f(x)=ao+ a1(x —x0) + an(x — 20)" + o((x — x0)").

Alors :
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(i) la droite d’équation y = ag+aj(x —x0) est la tangente a la courbe représentative
de f en xg;

(ii) si n est pair et a, > 0, alors la courbe représentative de f est au-dessus de sa
tangente en xg, pour des points suffisamment proches de xg;

(iii) si n est pair et a, < 0, alors la courbe représentative de f est au-dessous de sa
tangente en xg, pour des points suffisamment proches de xg;

(iv) si n est impair, la courbe représentative de f « traverse » sa tangente en xy (on
dit que xp est un point d’inflexion).

Démonstration. Pour le premier point, on se souvient du Lemme 2.1.6 ainsi que du
Lemme 2.1.7 : ag = f(zg) et a1 = f/(x0). Les autres points s’obtiennent en appliquant la
Proposition 2.4.10 & la fonction

fraxw— f(x) —ag— ai(x — xp).

Remarque 2.4.14. Dans cette preuve, on rappelle que a1 = f’(xg), et on propose
d’utiliser la Proposition 2.4.10 qui demande que la fonction soit dérivable. .. ce qui ne
fait pas partie des hypotheses de ce résultat. Ou plutot, pas directement. On suppose
Iexistence d'un développement limité & un ordre supérieur & 1 : autrement dit, f est
dérivable en x(, et c’est finalement tout ce dont on a besoin.

Exemple 2.4.15. La fonction z — x — 222 + %3:3 permet d’observer les trois compor-
tements. En xg = 0, on obtient n = 2 avec a,, < 0 : la tangente est au-dessus de la
courbe. En zp = 1, on obtient n = 3 : la tangente traverse la courbe. En g = 2, on
obtient a nouveau n = 2, mais a, > 0 : la tangente est au-dessous de la courbe. Ces
comportements sont illustrés dans la Figure 2.4.

FIGURE 2.4 — La fonction = — x — 222 + %:U3 change de convexité.
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Exercice 2.10
Solution page 56.
Soit (bg, b1, b2, b3) € R%. On définit la fonction
f:x e by+ bz + boa® + baa.
1. Soit g € R. On écrit

f(x) =ag+ a1(x — o) + ag(x — x0)2 +as(x — x0)3.

Donner ’expression de ag, a1, as et as.

2. Retrouver les comportements décrits dans 'Exemple 2.4.15.

2.5 Indications pour les exercices

Indications pour I’Exercice 2.1

1. On peut au choix développer ou procéder par récurrence.

2. Utiliser le résultat précédent pour obtenir, pour z # 1 :

1
=1l4+z+...+2"+2"

11—z 1—z’

et conclure.

3. On peut recommencer, ou utiliser un changement de variable.

Indications pour I’Exercice 2.2

1. C’est direct avec la définition. On pensera tout de méme & vérifier la continuité en 0 de
2. C’est direct sur R*. En 0, on pourra s’intéresser au taux d’accroissement, ou & un
résultat du cours.

3. Si f’ admet un développement limité en 0, alors elle est continue en 0. A-t-on la conti-
nuité de f/ en 07

Indications pour I’Exercice 2.3

On connait le développement limité en 0 de z +— . Connait-on une primitive de

cette méme fonction ?

1
1+x
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2.6 Solutions des exercices

Solution de I’Exercice 2.1
1. Pour x € R, on peut écrire :
n
(1—x) Py akt
k=0 k= k=0
en développant. Un changement d’indice donne :

n+1

Zkarl Z‘T

Ainsi :
n n n+1 n n
1-—xz)y =) 2F - = Z Zxk—xnﬂzl—ajnﬂ.
k=0 k=0 k=1 k=1 k=1
2. De ce qui précéde, on déduit, pour z # 1
n
Zxk _ ! (1 — 2™t L _ o
1—x l—2 1-2’
k=0

c’est-a-~dire : .

1

T Zxk + a2"e(x),
k=0

ou

€1 T —0

—x x—0
3. On pose
y=—-x ——0.
z—0
Alors : .
1
= e(y
14+ kz_: vy

par ce qui précéde. On remplace alors y par —z :

= Zn:(—l)kxk + z"é(x),

k=0

51
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Solution de ’Exercice 2.2

1. Commencons par vérifier que f est continue en 0 (sinon, ¢a ne sert a rien de continuer).

Pour x # 0, on peut écrire :
) 1
sin | —
72
N———

<1

— 0.
z—0

[f(z) = 1] =

) 1
z + 2 + 23 sin <$2> ‘ < |+ |z]* + |z

Ainsi, f(x) — 1= f(0), donc f est continue en 0.
T—

Pour x # 0, on peut écrire

f(@) =142+ 2? + 2%(2),

. 1
erx—asin| — |.
x

1
sin (2>’ < |z —= 0,
X z—0

donc on a obtenu le développement limité de f a ’ordre 2 en 0.

avec

le(@)] = ||

2. Sur R*, f est dérivable comme somme, produit et composition de fonctions dérivables.
En 0, on vient de montrer que f admet un développement limité d’ordre 2. En par-
ticulier, f admet un développement limité d’ordre 1 en 0 et est donc dérivable en ce
point.

3. Commengons par déterminer 'expression de la dérivée de f en dehors de 0. Pour z # 0 :

1 1
f'(x) =1+ 22 + 32 sin <532> — cos (x2> .

En 0, on peut une nouvelle fois utiliser le développement limité : on « lit » la valeur de
1/(0) dans le coefficient d’ordre 1. Ici, f/(0) = 1.

Veérifions si f’ est continue en 0. Pour x # 0, on a :

(@) = £/(0) = 22 + 32% sin <;2> _ cos <1> .

2

On a déja :

1
21 + 32 sin (2) ‘ < 2|z| + 3|z]* — 0.
X z—0

La partie en cosinus n’a cependant aucune chance de tendre vers 0. Considérons par
exemple la suite (z;,)pen+ définie par
1

VneN, wn =m0
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de sorte que :

1
Vn € N*,  cos (2> = cos(2nm) = 1.
x

Ainsi : '
f(xn) = f(0) ——— =1 #0,

n—-+o0o

donc f’ n’est pas continue en 0, et donc n’admet aucun développement limité en 0.

Solution de ’Exercice 2.3
On a déja déterminé :

n

1
57— (=1)Fzk + 2" ().
k=0
Or, x — In(1 + x) est une primitive de x +— 1—1%90 On peut alors appliquer la Proposi-

tion 2.1.9 :

n k+1
In(1 + ) = In(1 + 0) + kz_o(—l)klirl + 2" (x),

avec £(x) — 0. Comme In(1) = 0, on obtient le développement limité voulu (en tron-
d
quant le précédent pour récupérer l'ordre n) :

n

In(l+z) = Z(—n’f“f + z2"&(x).
k=1

Solution de I’Exercice 2.4
1. Comme la fonction exponentielle est continue en 0 avec exp(0) = 1, on a directement :
exp(x) = 1+ eo(z)
avec £q(x) — 0.

2. On applique la Proposition 2.1.9 : une primitive de la fonction exponentielle est elle-
méme, donc
exp(z) =1+ x + ze1(x)

avec €1(x) — 0.
z—0
3. En continuant d’appliquer la Proposition 2.1.9, on finit par remarquer :

x? x™ "k
exp(;r):1+x+—+...+g+x”6n(ac): — + 2", (x)

2 k!
k=0

0.
avec &y, () —

4. On procéde par récurrence sur n € N. L’initialisation est déja faite. Pour I’hérédité, on
suppose que la formule est vraie, et on applique la Proposition 2.1.9.
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Solution de ’Exercice 2.5

1. La fonction sinus est continue en 0 avec sin(0) = 0, donc :

sin(z) = g5(z)

avec €§(x) — 0. De méme, la fonction cosinus est continue en 0 avec cos(0) = 1,
T—r

donc :
cos(x) =1+ g§(x)

C
— U.
avec £§(x) — 0

. Comme sin est une primitive de cos, on applique la Proposition 2.1.9 au développement
limité de cos :
sin(z) = z + xej (x)

avec €} (z) —0> 0. De maniére similaire, — cos est une primitive de sin donc, en appli-
T—

quant la Proposition 2.1.9 au développement limité de sin, on obtient dans un premier
temps :
—cos(z) = —1 + z€f(x)

avec £{(x) —— 0. On en déduit :
z—0
cos(xz) = 1+ zef(x)

avec €§(x) — 0.
z—0

. On montre les deux formules simultanément :

. B I‘3 $5 ) " xQn—i—l ol s
2 4 2n
cos(a) = 1— T4 T (L) 2 (),

TR (2n)!

avec e () — 0 et 5 (x) — 0. Pour cela, on procéde par récurrence sur n € N.
T— T—r

L’initialisation est faite et, pour I'hérédité, il suffit d’appliquer la Proposition 2.1.9.

Solution de I’Exercice 2.6

Soit z € |—a,a], pour un certain a > 0. On va utiliser la formule de Taylor-Young :

tan”(0) 2, tan®(0)

tan(z) = tan(0) + tan’(0)x + 5 A o(z?).

Il reste a calculer les valeurs des dérivées de la tangente en 0. Partons de la définition :

sin(x)

tan(z) = cos(@)”
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On dérive :
cos?(x) + sin?(z)

cos?(x)

tan’(z) =

Deux choix s’offrent & nous pour simplifier : utiliser cos? +sin? = 1, ou séparer la fraction.
On choisit la deuxiéme option, car réutiliser la fonction tangente semble plus pratique dans
notre cas :

tan’(z) = 1+ tan?(z).

On continue :
tan”(z) = 2tan’(z) tan(x).

Et une derniére fois :
tan® (z) = 2tan” (z) tan(z) + 2 tan’(z)2.
On a déja tan(0) = 0. On en déduit :
tan’(0) = 1 + tan?(0) =140 = 1.

On continue alors :
tan”(0) =2 x 1 x 0=0.
Et encore : tan(® (0) = 2. On obtient ainsi :
23
tan(z) = = + 5 + o(z3).
Solution de I’Exercice 2.7

Soit > 0. Comme la fonction exponentielle est indéfiniment dérivable, en particulier,
on peut appliquer Taylor-Lagrange pour trouver ¢, € |0, z[ tel que :

" 2k e 11
T - n
¢ _kzzok!—i_(rﬁ—l)!x ‘

Ainsi :
C.

e n xk—n el
a:"_kzzo e T

Comme z > 0 :

n k—n
x
> >0
k=0
De plus, ¢; > 0, donc e > €% = 1. Combinons ces deux remarques :
e” e 1

o (n+1)!w> (n+1)

x +00,
| T—r—+00

d’oul le résultat.
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Solution de ’Exercice 2.8

Commencons par remarquer que f(*) est bornée, en tant que fonction continue sur un
intervalle fermé borné. Soit A > 0 suffisamment petit pour que x+h € [a,b] et z—h € [a, b].
On peut appliquer le corollaire de Taylor-Lagrange :

h? h3
fla+h) = f@)+ f@h+ (@) 5 + FO@) 5 + OnY),
h3

§+0mﬂ

2
fla—h) = f(@) ~ ' @h+ @)~ D)
On somme ces deux égalités :
fl@—=h)+ f(z+h) = 2f(x) + ["(x)h* + O(hY),

et on obtient le résultat en divisant par hZ.

Solution de ’Exercice 2.9

On peut commencer par remarquer que, si n = 0, le résultat est trivial. Supposons
n > 1. Pour tout x € R, on peut appliquer Taylor avec reste intégral :

n=l p(k) z p(n)(g
fz) = Z / kl(o)a:k +/0 (]; _(1))! (z — )" ! ds.

k=0

On conclut directement en utilisant I’hypothése : comme f (") est identiquement nulle, I'in-
tégrale est nulle, donc 'expression de f est réduite a la partie réguliére, donc polynomiale.

Solution de ’Exercice 2.10

1. Une premiére idée consiste & développer cette nouvelle expression, puis & identifier avec
I’expression originale de f. Sinon, on peut tout simplement faire appel aux formules de
Taylor :

f
f(x) = f(zo) + f'(z0)(w — z0) + ——— (& — w0)" + —— (& = w)°
2. Dans I'Exemple 2.4.15, on a la fonction
2, 2 3
firx—oz—2x +§az .
— Pour 29 =0, il n’y a rien a faire : on a déja le développement ot on peut voir que
le premier coefficient non nul (aprés le coefficient d’ordre 1) est ag = —2 < 0.

— Pour xyp = 1, on peut calculer :

fla) =5, fo)=-1 fa)=0, [fO0)=1

d’ott n = 3, qui est impair.
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— Pour zg = 2, on calcule :

fla) =3, fl)=1, o) =4, [Owo)=4

d’ot, 1a encore, n = 2, mais ag = 2 > 0.



Chapitre 3

Espaces vectoriels

3.1 R-espace vectoriel

Définition 3.1.1. Soit E un ensemble muni de deux lois (opérations) :

— une loi de composition interne, appelée addition :
H: ExFE—>FE
(u,v) — uBo;
— une loi de composition externe, appelée multiplication par un réel :

O:RxE—=FE
(A u) — A E u.

On dit que E est un R-espace vectoriel si ’addition satisfait les axiomes :
1. Y(u,v) € E x E,uBv =vHu (commutativité de 'addition) ;
2. Y(u,v,w) € Ex EX E,(uBv)Bw=uHl (vBw) (associativité de I'addition) ;

3. il existe un élément neutre pour 'addition, noté Og, tel que :
Yue E, ulHO0g=u;
4. tout élément u € E admet un opposé (aussi appelé symétrique) u’ € F tel que :

uBY =0g ;

o8
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et si la multiplication par un réel satisfait les axiomes :
5. Yue E,10u=u;
6. Y\, 1) € RxR,Vu € B, A\B(pEHu) = (Ap)HDu (associativité de la multiplication) ;
7. VA eRV(u,v) € Ex E;AE (uBov) = (A8 u) B (A@v) (distributivité) ;
8. VI, p) eRxRVue E,(ABp)Bu=A0u) B (pEu).

Dans ce cas, R est appelé le corps des scalaires. Un réel est donc également appelé
scalaire. Tout élément de E est appelé vecteur.

Remarque 3.1.2. Un espace vectoriel est nécessairement non vide, puisqu’il contient
I’élément neutre Of.

On peut d’ores-et-déja citer quelques exemples d’ensembles dont on peut vérifier aisé-
ment qu’il s’agit d’espaces vectoriels sur R.

Exemple 3.1.3. Pour n € N*, ’ensemble
R™ = {(x1,...,zn) ; Vi € [1,n],z; € R},
muni de ’addition
(1, ) B (Y1, -5 yn) = (T1 + Y15+ s T+ Yn)
et de la multiplication par un réel
AE (21, 2p) = Az, ..oy Axy),

est un R-espace vectoriel.

1. La commutativité est une conséquence de la commutativité de ’addition réelle :

(1, sxn) By, - syn) = (@1 + Y15, Tn + Yn)
=(y1+ 21, Yo+ 2p)
= (Y1, yn) B(x1,...,20).
2. Il en va de méme pour ’associativité :
((1y.eoymn) By, oyyn)) B (21,00, 20)
=14y, Tn+yn) B(2z1,...,20)
= ((z1 +y1) + 215y (T + Yn) + 21)
= @1+ W1+ 21)- s Tn+ (Yn + 20))
(1, yzn) B(y1 4+ 21, -, Yn + 2n)
(1, oy zn) B (Y1, yn) B (21, .., 20)).

3. L’¢lément neutre est le vecteur nul Ogn := (0,...,0) :

(x1,...,2zy) B(0,...,0) = (21 +0,...,2, +0) = (z1,...,Tn).
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4. L’opposé de (z1,...,2,) est (—z1,...,—Zp) :
(X1, xp) B (—z1, ..., —2p) = (21 + (—21), ..., 2n + (—25)) = (0,...,0).

5. 10 (21, yxn) =1 21,...,1-2,) = (21,...,2p).

6.
AE (pE (1., 20)) = AE (pz1, ..o, pzy)
= (A(ua), ..., Apwn))
= ((An )xl,...,()\u)xn)
= (M) & (T1,...,20).
7.
AE (1, ) B (Y1, ooy yn)) = AE (21 + Y1, -+, T + Yn)
= (M1 +y1), - M@n + Yn))
:()\xl—i—)\yl,...,/\xn—i—)\yn)
= (Az1,..., Azn) B (Ay1, ..., Ayn)
=AE @1, 2) BB (Y1, Un)-
8.

(A )z, s A+ p)zs)
= (Az1 + px, ..y Ay + pxy)
(A1, ..., Azy) B (pz, . . ., pay)
A (z1,.. . xn) B (@ (z1,...,20)).

Exemple 3.1.4. L’ensemble des nombres complexes C, muni de I'addition classique
et de la multiplication par un réel, est un R-espace vectoriel (son élément neutre est
Oc = 0+ 07).

Exemple 3.1.5. L’ensemble des suites réelles RN, muni de ’addition
(u,v) = uB o,

ou
VYneN, (uBv), =u,+ vy,

et de la multiplication par un réel

(A u) — AEu,
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ol

VneN, (AEu), = Auy,

est un R-espace vectoriel. Son élément neutre est la suite nulle :

Vn €N, (Ogn)n = 0.

Exemple 3.1.6. Soit I un intervalle de R. L’ensemble
F(LR) ={f: 1 =R},

muni de ’addition
(fBg):z— f(z) +g(x)

et de la multiplication par un réel
ABf):xz—= Mf(z),
est un R-espace vectoriel. Son élément neutre est la fonction identiquement nulle :

0_7:([;[[@): z — 0.

Exemple 3.1.7. L’ensemble des polynomes a coefficients réels, R[X], est un R-espace
vectoriel.

Exercice 3.1
Solution page 90.

Soit X un ensemble. Soit
F(X;E)={f: X - E}

I’ensemble des fonctions définies sur X a valeurs dans un R-espace vectoriel (E, +, ).
On munit cet ensemble de I’addition :

V(f,9) € FI(X; E) x F(X; E), (fHg): x— flz)+g(x),
ainsi que de la multiplication par un réel :

VA f) eRx F(XGE), (A@f):x— X f(z).

Montrer que (F(X; E),H, @) est un R-espace vectoriel.

Maintenant que nous avons compris que ’addition au sens vectoriel et ’addition réelle
étaient deux opérations distinctes, nous allons laisser tomber la notation « H» au profit de
la plus classique « + » pour désigner ’addition entre deux vecteurs. De méme, on utilisera
«-» au lieu de « @ » pour désigner la multiplication par un scalaire. On pourra aussi
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s’autoriser a tout simplement ne mettre aucun symbole pour cette opération (comme on
le fait pour les réels dans certains cas). Il reste néanmoins important de faire la distinction
entre le monde des réels et le monde des vecteurs, mais le contexte suffit en général a
distinguer les opérations : le plus souvent, il est clair que nous voulons additionner deux
vecteurs ou deux réels.

Proposition 3.1.8. Soit F un R-espace vectoriel. Alors E admet un unique élément
neutre, et tout vecteur admet un unique symétrique.

Démonstration. L’existence d’un élément neutre et d’un symétrique est donné par la
définition.

Unicité de 1’élément neutre. Soient 0 € F et 0p € E deux éléments neutres.
Alors :
Op =0 +0p=0g+0r =0g,
ol on a utilisé successivement le fait que Og est neutre, que I'addition est commutative, et

que 0 E est neutre.

Unicité du symétrique. Soit u € F. Soient u; € F et ug € F deux symétriques de
u. Alors :

w=u +0p =u + (u+u2) = (w1 +u) +up =0 + up = uy,

oll on a utilisé successivement le fait que Op est ’élément neutre, que ug est un symétrique
de u, que l'addition est associative, que uq est un symétrique, et encore une fois que Og
est neutre. |

Proposition 3.1.9. Soit £ un R-espace vectoriel. Soient u € E et A € R. Alors :
1. 0-u=0g;
2. A\-0g =0g;
3. (—=1) - u est le symétrique de u;
4

. Au=0g <= (A=0ouu=0g).

Démonstration. 1. On note v le symétrique de 0 - u. Alors :

Op=0-u+w.

0-u=0+0)-u=0-u+0-u.
Ainsi :

Op=0-u+0-u)+v=0-u+0-u+v)=0-u+0g=0-u.
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2. On note v le symétrique de A - 0g. Alors :
Og=X-0g+w.

Or :
AO0g=A-(0g+0g)=X-0g+\ 0g.

Ainsi :
Op=N-0g+A-0g)+v=X-0g+A-0g+v)=X-0g+0g=X\-0g.
3. C’est une conséquence directe des axiomes et du premier point :
ut+ (1) u=1-u+(-1) - u=(1+(-1)) - u=0-u=0g.

4. Si A =0ouwu = 0, alors A - u = O par les deux premiers points. Supposons
A-u=0g. Si A =0, on afini. On suppose alors que A # 0. Le deuxiéme point permet
ainsi d’écrire : )

On utilise alors quelques axiomes de la définition et le fait que Op = X\ - u :

O =

-(A-u)z(iA)-u:l'u:u.

> =

Notation 3.1.10. On note —u le symétrique d’un vecteur u, et on note :

u—v:=u+ (—v).

3.2 Sous-espace vectoriel

Dans tout ce qui suit, E est un R-espace vectoriel.

Définition 3.2.1. Soit F' un sous-ensemble de E. On dit que F' est un sous-espace
vectoriel de F si :

1. F#£0;

2. V(A p) € RxR,V(u,v) € FX F,A-u+ p-v € F (stabilité par combinaison
linéaire).

Exemple 3.2.2. L’ensemble
A= {(z,x) €R*; z € R}

est un sous-espace vectoriel de R2.
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1. Le vecteur neutre (0,0) est dans A.
2. Soient (z,x) € A, (y,y) € A, X € Ret p € R. Alors

A (zz) + p(y,y) = Az + py, Az + py) € A

Proposition 3.2.3. Soit FF C E. Alors F est un sous-espace vectoriel de F si et
seulement si :

1. Og € F';
2. Y(u,v) € F x Fu4+v € F;
3. V(N u) eRx F,\-ueF.

Démonstration. Supposons que F' est un sous-espace vectoriel de E.

1. Comme F # (), on trouve u € F. On utilise alors le deuxiéme point de la Défini-
tion 3.2.1: 0-u+0-u € F. Or, par la Proposition 3.1.9,0-u+0-u =05 +0g = 0g,
donc O € F.

2. Soit (u,v) € F x F. Alors, en utilisant le deuxiéme point de la Définition 3.2.1 :
u+v=1-u+1-vek.
3. Soit (A, u) € R x F. Comme O € F, on peut écrire :
AMu=Xu+0g=A-u+0-u€eF
toujours en conséquence du deuxiéme point de la Définition 3.2.1.

Supposons que les assertions soient vraies.
1. Comme Og € F, en particulier, F' # ().

2. Soient (A, 1) € R x R et (u,v) € F x F. Par la troisiéme assertion, A - u € F et
w-v € F. Ainsi, par la deuxiéme assertion, A -u + p-v € F.

Ainsi, I est un sous-espace vectoriel de E. |
Exemple 3.2.4. L’ensemble
F = {(21,29,23) € R®; x1 + 229 — 423 = 0}

est un sous-espace vectoriel de R3.

1. Le vecteur neutre (0,0,0) est dans F' car :
04+2-0-4-0=0.
2. Soient (x1,xe,x3) € F et (y1,y2,y3) € F. Alors :

(x14+y1) +2(z2+y2) —4(x3+y3) = x1 + 220 —4a3+y1 +2y2 — 4y = 0+ 0 = 0,
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donc (21,22, 23) + (y1,92,y3) € F.
3. Soient (x1,2z2,x3) € F et A € R. Alors :
Az + 2(Axe) — 4(Ax3) = (21 + 222 —4x3) = A -0 =0,

donc A - (x1,x9,23) € F.

Exemple 3.2.5. L’ensemble

F={ueRY; u, —— 0}
n—-+00

est un sous-espace vectoriel de RN,
1. La suite nulle tend vers 0, donc appartient a F'.
2. Soient (u,v) € F x F et (A\,u) € R x R. Alors

N-u+ p-v)y = Auy, + pv, —— 0,
n—-+o00
donc A-u+p-veF.

Remarque 3.2.6. L’ensemble

F={ueR"; u, —— 1}
n—-+00

n’est pas un sous-espace vectoriel de RYN. Déja, il ne contient pas la suite nulle. De
plus, pour u et v dans F' :

(u+V)p =tup+v, ——1+1=2#1,
n—-+o00

et encore de plus, pour A € R :

ANu)y=Aupy —— A 1=X#1

n——+o0o

si A # 1. Rien ne va!

Exercice 3.2

Solution page 90.

Soit F' un sous-ensemble de E. Montrer que F' est un sous-espace vectoriel de E si et
seulement si :

1. Og € F';
2. VAeRV(u,v) e Fx F,\-u+veF.
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Théoréme 3.2.7. Soit F' un sous-espace vectoriel de E. Alors I’ est un espace vecto-
riel.

Démonstration. On vérifie que F' satisfait les axiomes de la Définition 3.1.1. Globale-
ment, I'idée est toujours la méme : on revient a F qui est un espace vectoriel et dont les élé-
ments vérifient les axiomes. Par exemple, soit (u,v) € F x F. En particulier, (u,v) € EXE.
Comme FE est un espace vectoriel :

u+v=v+u,

d’ol la commutativité conservée dans F'. L’associativité est obtenue de la méme fagon.
Par la Proposition 3.2.3, on sait que Og € F'. On obtient alors facilement que O = Og.
Toujours par la Proposition 3.2.3, si uw € F, alors (—1) - u € F, donc le symétrique de

u reste dans F'.

Les autres axiomes s’obtiennent en « remontant » & F comme on ’a déja fait. |

Comme il est beaucoup plus commode de montrer qu’un ensemble est un sous-espace
vectoriel plutét qu'un espace vectoriel, en pratique, on préfére montrer qu’il s’agit d’'un
sous-espace vectoriel d’un espace vectoriel que 'on connait déja, lorsque c’est possible.

‘ Remarque 3.2.8. L’ensemble {Og} est un sous-espace vectoriel de F, mais pas ().
‘ Remarque 3.2.9. L’espace tout entier F est un sous-espace vectoriel de lui-méme.

Exercice 3.3
Solution page 90.

Montrer que les ensembles suivants sont des espaces vectoriels.

Fs={f eC'(R;R); ' = f};
Fr={fe FR;R); Vx € F, f(z) = f(—x)}.

1. F = {P e R[X]; P(1) = 0};

2. Fy = {P e R[X]; P(0) = P'(0)};
3. F3:={u c RY; u est majorée} ;
4. Fy = C'(R;R);

5. F5 = C!(R;R);

6.

7.

Proposition 3.2.10. Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de E. Alors F'NG est
un sous-espace vectoriel de E. Plus généralement, soit £ un ensemble de sous-espaces
vectoriels de E (c’est-a-dire que, pour tout F' € £, F est un sous-espace vectoriel de

E). Alors
N F

Fe&

est un sous-espace vectoriel de E.
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Démonstration. On traite le cas général : le cas de deux sous-espaces en est une consé-
quence directe (avec €& = {F,G}).
Pour tout F' € £, 0 € F puisque F' est un sous-espace vectoriel de E. Ainsi :

0p € ﬂ F.
Fe&

Soient (u,v) € (\peg F et (A, ) € R x R. Pour tout F' € £, u € F et v € F, donc
Aru+p-v € F, donc :
Au+p-ve ﬂ F,
Fe&
ce qui termine la preuve. |

Corollaire 3.2.11. Soit A C E. On note
€4 = {F sous-espace vectoriel de E'; A C F'}.

Alors £4 est non vide, et

FAiz ﬂ F

Fe&y

est le plus petit (au sens de I'inclusion) sous-espace vectoriel de E contenant A.
De plus, A est un sous-espace vectoriel de E si et seulement si A = Fy.

Démonstration. Comme F est un sous-espace vectoriel de E, E € £4, donc €4 # 0.

La Proposition 3.2.10 implique que F4 est un sous-espace vectoriel de E. Comme A C F
pour tout F' € £4, alors :

Ac () F=Fa
Fe€a

Donc F'4 est bien un sous-espace vectoriel de E contenant A. Il reste & montrer qu’il s’agit
du plus petit. Soit pour cela F' un sous-espace vectoriel de E tel que A C F. Alors, par
définition, F' € 4. Soit z € F4. Alors, pour tout F € 4, x € F. En particulier, z € F.
Ainsi F4 C F.

Si A = Fy, alors A est un sous-espace vectoriel de E, puisque F4 en est un.

Supposons que A soit un sous-espace vectoriel de E. Comme A C A, A € £4, donc
F4 C A. Or, on a déja montré que A C F4, donc on obtient A = Fj4. |

Remarque 3.2.12. L’union de deux sous-espaces vectoriels n’est, en général, pas un
sous-espace vectoriel. Par exemple, les ensembles

Fi={(z,0)€R?; 2 € R} et F:={(0,y) cR*; yc R}

sont des sous-espaces vectoriels de R?. On a :

(LO)e F C FHUF, et (0,1) € F, C F1UF,.
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Cependant, (1,0) + (0,1) = (1,1) ¢ F1 U Fy car (1,1) ¢ Fy et (1,1) ¢ Fb.

Proposition 3.2.13. Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de E. Alors :

F UG est un sous-espace vectoriel de £ <= (FFC Gou G C F).

Démonstration. D’une part, si F' C G, alors FF UG = G est un sous-espace vectoriel
de E. De la méme fagon, si G C F, alors FF UG = F est aussi un sous-espace vectoriel de

E.

Réciproquement, procédons par contraposée. Supposons que F ¢ G et G ¢ F.
Autrement dit, il existe u € F tel que u ¢ G et il existe v € G tel que v ¢ F. Comme
u€ F,ue FUG. De méme, v € FUG. On note w := u + v. Alors v = w — u. Comme
v ¢ F, on en déduit que w ¢ F ou —u ¢ F. Comme F est un sous-espace vectoriel, on a
nécessairement —u € F', donc w ¢ F. De la méme maniére, on montre que w ¢ G. Ainsi,
w ¢ FUG, donc F'UG n’est pas un sous-espace vectoriel de E. |

Remarque 3.2.14. Cette preuve pourrait faire penser & un raisonnement par l’ab-
surde, mais il n’en est rien : nous avons simplement utilisé la contraposée d’une condi-
tion. Une condition pour qu'un ensemble F' soit un sous-espace vectoriel est :

(ue FetveF) = u+4wveF.
La contraposée se lit :
utvg¢F = (u¢ Fouv¢F),

ce qui est bien ce qu’on a utilisé.

Définition 3.2.15. Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de E. On appelle
somme de F' et G, et on note F' + G, 'ensemble

F+G={u+veFE;ueFetveG}

Proposition 3.2.16. Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de E. Alors F + G
est un sous-espace vectoriel de F.

Démonstration. On peut toujours écrire :
O =0g + 0g,

que 'on peut voir comme la somme d’un élément de F' et d’un élément de G puisque ce
sont tous deux des sous-espaces vectoriels de F et contiennent donc Og.
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Soient (u,v) € (F 4+ G) x (F+ Q) et (A, p) € R x R. Par définition, il existe (u1,u2) €
F x G et (v1,v2) € F X G tels que u = uy + ug et v = vy + vy. Ainsi :

Autp-v=XN (ug +u2)+p-(vy+ v2)
=X ur+Aug+pv+p-vo
=\N-ur+p-v)+N-ug+p-v) € F+G.
o G

Exercice 3.4
Solution page 92.

Soient F', G et H des sous-espaces vectoriels de FE.

1. Montrer que
F+G=G+F.

2. Montrer que
(F+G)+H=F+ (G+H).

Remarque 3.2.17. Par définition, tout élément de F'+ G se décompose en la somme
d’un élément de F' et d’un élément de G. Autrement dit :

Vu € F+G,3(up,ug) € F x G/u=ur + ug.

Cependant, cette décomposition n’est pas nécessairement unique. On peut s’en
convraincre avec les deux ensembles suivants :

F={(z,5,00eR®; zcRetyeR} et G:={(,0,2) €R®; z€RetzeR},

qui sont deux sous-espaces vectoriels de R3. Prenons par exemple u = (1,1,1) € R3.
Alors :
uw=(1,1,1) = (1,1,0) + (0,0,1) € F + G,

donc on peut décomposer w en la somme d’un vecteur de F' et d’'un vecteur de G. Mais
on a aussi :

w=(1,1,1) = (0,1,0) + (1,0,1) € F + G,

qui est une autre décomposition en somme d’un vecteur de F' et d’un vecteur de G, ce
qui montre bien que la décomposition n’est pas toujours unique. Le « probléme » est
ici que F NG # {Ops} : on régle cela avec la prochaine définition.

Définition 3.2.18. Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de E. On dit que F
et G sont en somme directe si F NG = {0g}. On dit alors que la somme F + G est
directe, et on la note F' @ G.




CHAPITRE 3. ESPACES VECTORIELS 70

Exemple 3.2.19. Les ensembles
F={(z,00cR*; 2R} et G:={(0,y) €R*; ycR}

sont deux sous-espaces vectoriels de R? en somme directe : on vérifie facilement que
FnG=1{(0,0)}.

Proposition 3.2.20. Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de E. Les assertions
suivantes sont équivalentes.

(i) La somme F' + G est directe.
(ii) V(ul,ug) e Fx@G, (U1 +us =0 = u; = us = OE)
(iii) Yu e F + G,E”(ul,UQ) e F x G/u = U1 + U2.

Démonstration. (iii) = (ii). Soit (u1,u2) € F x G tel que u; + us = 0g. On peut
toujours écrire
Og = 0g + Og .
~—
eFr eG
Or, comme (iii) est vraie, cette décomposition est unique, donc u; = Og et uz = Og.

(ii) = (i). Soit u € FFNG. En particulier, u € G qui est un espace vectoriel, donc
—u € G. Or:

~—

Op=_u +(—u),
€F ec

donc, comme (ii) est vraie, u = Og. Ainsi, FNG = {0g}.

(i) = (iii). Soit u € F 4+ G. Alors il existe (u1,u2) € F x G tel que u = uy + us.
Soit (vy,v2) € F x G tel que u = v1 + vy. Alors :

Ul + ug = u = v1 + va,

d’oul
Ul — V1 = Vg — U2 EFQG:{OE},
N——— =
EF eG
donc u; — vy = v9 — ug = 0p, et ainsi uq = vy et ug = vs. |

Remarque 3.2.21. On pourrait se demander si la relation « étre en somme directe »
est transitive. Autrement dit, pour trois sous-espaces vectoriels F, G et H de F, si
on suppose que F' et G sont en somme directe, et que G et H sont en somme directe,
a-t-on que F et H sont en somme directe ? La réponse est non en général. Considérons
par exemple

F={(z,0,2) eR®; ze€Ret z€R}, H:={(0,0,2) eR®; 2R},
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et :
G ={(0,5,0) €eR’; y € R}.

On peut montrer que F, G et H sont des sous-espaces vectoriels de R3. De plus, F et
G sont en somme directe, de méme que G et H. Cependant, F' et H ne sont pas en
somme directe : on aici H C F', donc FNH = H.

Définition 3.2.22. Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de E. On dit que F et
G sont supplémentaires (dans E) si :
1. F et G sont en somme directe,

2. FoG=FL.
Définition 3.2.23. On reprend
F={(z,00eR*; 2R} et G:={(0,y) €R*; ycR}
dont on a déja dit qu’ils étaient en somme directe. On obtient rapidement :
Y(z,y) € R% (z,y) = (z,0) + (0,y) € F + G,

donc R2=F & G.

Proposition 3.2.24. Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de E. Alors F et G
sont supplémentaires dans E si et seulement si :

Vu € E,I(up,ug) € F X G/u=up + ug.

Démonstration. C’est une autre fagon d’écrire (i) <= (iii) dans la Proposition 3.2.20,
puisqu’ici F'+ G = E. |

Exemple 3.2.25. Les ensembles
F={PecR[X]; P(0)=0} et G:={PecR[X]; deg(P) <0}

sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires de R[X].

1. Soit P € R[X]. Alors
P =P — P(0)+ P(0).
Or, P — P(0) € F et P(0) € G, donc F + G = R[X]. A noter que, si cette
décomposition peut paraitre quelque peu artificielle au premier abord, elle revient

simplement & écrire :
d

d
Zaka = Zaka + ag.
k=0 k=1
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2. Soit P € FNG. En particulier, P € G, donc deg(P) < 0 : il existe une constante
¢ € R telle que P = ¢. De plus, P € F, donc 0 = P(0) = ¢. On en déduit que P
est le polynome nul. Ainsi, F'N G = {Og[x]}, donc F & G = R[X].

Remarque 3.2.26. Tout comme on a vu que la relation « étre en somme directe » n’est
pas transitive, la relation « étre supplémentaire » ne l’est pas non plus. Considérons
par exemple

G = {(2,9,0) €R?; z € Ret y € R},

un sous-espace vectoriel de R? dont on peut montrer qu’il est supplémentaire des deux
sous-espaces suivants :

F:={(0,0,2) cR®; z€ R} et H:={(0,22) €R®; 2 € R}.

Cependant, méme si ici F' et H sont en somme directe, ils ne sont pas supplémentaires :
on a par exemple (1,0,0) ¢ F + H.

3.3 Famille de vecteurs

On rappelle que E désigne un R-espace vectoriel.

Définition 3.3.1. Soit I un ensemble. On dit que F est une famille de vecteurs de £
si

F = (vi)ier
avec .
Viel, wv,€E.

Exemple 3.3.2. — La collection
((1’ 0’ O)a (07 ]-7 O)’ (17 17 1)7 (]-7 07 1)) = (Ui)ie[[lA]]
—— —— Y—— Y—
V1 v2 v3 V4

est une famille de vecteurs de R3 contenant quatre éléments.

— La collection
((1,0,0),(0,1,0),(1,1,1),(1,0,1),(1,0,1)) = (vi)icp 5
S—— e~ Y Y ——
v1 V2 v3 (2 (S

est une famille de vecteurs de R® contenant cing éléments.
— La collection
(1, X, X% X3, ..) = (X pen

est une famille de vecteurs de R[X] contenant une infinité dénombrable d’élé-
ments.
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— La collection
(z = cos(ax))aelo,1]

est une famille de vecteurs de F(R;R) contenant une infinité indénombrable
d’éléments.

Remarque 3.3.3. Une famille de vecteurs peut contenir plusieurs fois le méme vec-
teur.

Notation 3.3.4. On choisit de noter une famille constituée d’un seul vecteur comme
un singleton :
{U} = ('Uz')iel

si I est un ensemble de cardinal égal a 1.

Définition 3.3.5. Soit F = (v;);e; une famille de vecteurs de E. On appelle combi-
naison linéaire de vecteurs de F tout vecteur de E s’écrivant

n
Al-vil—i—...—f—)\n'mn:Z)\k‘vik
k=1

pour un certain n € N, avec :
VE e [l,n], ixel et A €R.

On note vect(F) I'ensemble des combinaisons linéaires des vecteurs de F.

Convention 3.3.6. Une somme vide correspond au vecteur nul. Autrement dit, pour
n=20:
n 0
Z/\k c Ui, = Z)\k % = OE.
k=1 k=1

Proposition 3.3.7. Soit F une famille de vecteurs. Alors vect(F) est le plus petit
(au sens de l'inclusion) sous-espace vectoriel de E contenant tous les vecteurs de F.

Démonstration. Si F = {), alors vect(F) = {0g} par la Convention 3.3.6, donc il n’y a
rien & démontrer. Supposons alors F # ().

Montrons que vect(F) est un sous-espace vectoriel de E.

Comme F # 0, il existe v € F. Alors 0-v = O est une combinaison linéaire (& un
¢lément) de vecteurs de F, donc O € vect(F).

Soit (u,v) € vect(F) x vect(F). On peut écrire :

U=A-ur+...+Ap, U, € V=p1-vi+...4F lin, : Un,
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avec ny € N, n, € N et
Vk e [1,n,], M €Ryup € F et Vke([l,n], pr€R € F.
Alors :
UV =AU+ oo F Ay, Uny, + 101+ o gy, - Un,, € Vect(F).
Soient u € vect(F) et A € R. On peut écrire :
U=A UL+ ...+ Ay Up

avec n € N et
Vk‘G[[l,n]], A € Ryug € F.
Alors :
Acu=(AN) - ur + ...+ (M) - uy € vect(F).

Montrons que c’est le plus petit sous-espace vectoriel contenant tous les
vecteurs de F.
On note
Er = {F sous-espace vectoriel de E ; Yv € F,v € F}.

Par le Corollaire 3.2.11, on sait alors que
G]: = m F
Felr

est le plus petit sous-espace vectoriel de E contenant tous les vecteurs de F. Ainsi, G C
vect(F).
Soit u € vect(F). On écrit

U= UL+ ...+ Ay Up

avec n € N et
Vk € [1,n], M €R,u, € F.

Par définition de Ex :
Vk e [1,n], wur€ Gr.

Comme G r est un espace vectoriel, Ay -u1 + ...+ Ay - up € Gr, c’est-d-dire u € Gr. Ainsi

vect(F) C Gr, d'ott vect(F) = Gr. [

Définition 3.3.8. Soit u € F, u # 0p. On appelle droite vectorielle de vecteur
directeur u le sous-espace vectoriel de E :

vect({u}).
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Définition 3.3.9. Soient F une famille de vecteurs de E et G un sous-espace vectoriel
de E. On dit que F est une famille génératrice de G si vect(F) = G. Dans ce cas, on
pourra également dire que G est engendré par la famille F.

Remarque 3.3.10. Lorsque le sous-espace vectoriel n’est pas précisé, il est sous-
entendu qu’il s’agit de 'espace entier : on dit que F est génératrice si vect(F) = E.

Exemple 3.3.11. La famille
F = ((1,0,0),(0,1,0),(0,1,1))
est génératrice de R3. En effet, pour tout (x,y,2) € R, on peut écrire :

(l‘,y,Z) =T~ (17070) + (y—Z) : (07170) +z- (Oalal)'
Exemple 3.3.12. La famille
F = (Xk)keN

est génératrice de R[X]. En effet, pour tout P € R[X], il existe (aq,...,a,) € R
ou n = deg(P), tel que :

Px)=ao-X"4+a;- X" +... +a, X"

Définition 3.3.13. Soit F := (v;);es une famille de vecteurs de E. On dit que c’est
une famille libre si :

Vn € N,Viq,...,i, € I deux & deux différents,
(M -vi, +...+ Ay rv, =0p = Vk € [1,n],\r =0).

On dit alors que les vecteurs de F sont linéairement indépendants.
Si la famille F n’est pas libre, on dit qu’elle est liée. Dans ce cas, les vecteurs de F
sont dits linéairement dépendants.

Remarque 3.3.14. Dans la Définition 3.3.13, le n est quelconque. L’idée est de « pio-
cher » n’importe quelle combinaison linéaire de vecteurs de F.

Convention 3.3.15. La famille @ est libre.

Exemple 3.3.16. On considére la famille de vecteurs de R[X] :

Fi=(X,X —1).



CHAPITRE 3. ESPACES VECTORIELS 76

Alors Fi est libre. En effet, considérons (\, ) € R? tel que :
A X 4 (X = 1) = Ogpx)-
Alors P = (A + p) X — p = Og[x]. En particulier :
Opx) = P = A+ 4,

d’ott 'on déduit que :
Orx) =P = —p.
Donc p=0,et A\=—p=0.
Cependant, la famille
Fo=(X, X -1,X+1)
est liée :
(=2) - X+1- (X =1)+1- (X +1) =Opxy-

Exercice 3.5

Solution page 92.

Soit F une famille de R[X] telle que Ogf, ¢ F, ne contenant pas deux fois le méme
vecteur, et satisfaisant :

V(P,Q) € F x F, deg(P)=deg(Q) = P=Q.

Montrer que F est libre.

Exercice 3.6
Solution page 93.

Soit d € N*. Soit
F = (vi,...,vq)

une famille finie de vecteurs d’un espace vectoriel E. Montrer que F est libre si et

seulement si
d

ZAi'UiZOE = Vi € [[1,d]],)\,~:O.
=1

Proposition 3.3.17. Soient F et F deux familles de vecteurs de E.
(i) La famille F est génératrice de vect(F).
Si F est génératrice de F, et si F C F, alors F est génératrice de F.
Si F est lice, et si F C F, alors F est lice.
Si F est libre, et si F C F, alors F est libre.

Supposons que F est génératrice. Soit v € F. Supposons F = F\{v}. Siv e
vect(F), alors F est génératrice.
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‘ (vi) Supposons que F est libre. Soit v € E. Si v ¢ vect(F), alors F U {v} est libre.

Démonstration. (i) C’est une autre fagon d’écrire la définition.

(i)
(iii)

Comme F et que F est génératrice de E, tout vecteur de F s’écrit comme une
combinaison linéaire de vecteurs de F, donc F est aussi génératrice de E.

Supposons que F est liée. Il existe alors (vq,...,v,) € F™ et des réels Ay, ..., A\, non

tous nuls tels que :
n
Z )\k c UV = OE.
k=1

Or, pour tout k € [[1,n]],~ v, € F C ]:', donc il s’agit également d’une famille de
vecteurs de F liée, donc F est liée.

Supposons que F est libre. Soient (vy,...,v,) € F™ et (A1,..., ) € R™ tels que :

n
Z)\k c UV = OE.
k=1

Pour tout k € [1,k], v € F C F,donc il s’agit également d’une combinaison linéaire
nulle de vecteurs de F qui est libre, ainsi :

Vk € [[l,nﬂ, A =0,

donc F est libre.
Supposons que v € vect(F). Alors il existe (vy,...,v,) € F" et (A1,...,A\) € R”

tels que :
n
v = Z Ak - Uk
k=1

Soit v € E. Comme F = F U {v} est génératrice, il existe (ur,...,up) € FP et
(M1 s fipy ) € RPTL tels que :

p P n
UZZMk'Uk+#'U=ZMk'Uk+2(,u)\k)'vk € vect(F).
k=1 k=1 k=1

Donc E C vect(F), donc vect(F) = E.
Soient (v1,...,v,) € F® et (A1,..., A, A) € R*F! tels que :

n
Z)\k-vk—F)\-U:OE,
k=1

c’est-a-dire :

(=N\)-v= Z)\k-vk.
k=1
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Dans le cas A # 0, on a alors

v = (—Y) - vk € vect(F),
k=1

ce qui n’est pas possible par hypothése. Donc A = 0 et ainsi :

Z Ak v = 0g.
k=1
Comme F est libre, on en déduit :
Vk e [1,n], X =0,

donc la famille F U {v} est libre.

Proposition 3.3.18. Toute famille de vecteurs contenant le vecteur nul est liée.

Démonstration. On considére n’importe quelle combinaison linéaire nulle impliquant le
vecteur nul Og. On peut toujours utiliser un coefficient non nul devant celui-ci et toujours
obtenir une somme nulle, puisque :

V)\ER*, A0 =0g.

Proposition 3.3.19. Une famille F de vecteurs de E est liée si et seulement si :

Jv € F/v € vect(F \ {v}).

Démonstration. Dans un premier temps, supposons que F est liée. On trouve alors
(v1,...,0,) € F" et des réels A1, ..., A, non tous nuls tels que :

n
Z)\k -vp = 0pg.
k=1

Comme il existe au moins un coefficient non nul, quitte a renuméroter, on peut toujours
supposer que A, # 0. Ainsi :

vy = f <—§:> o € vect (F\ {vn}).
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Réciproquement, supposons qu'il existe v € F tel que v € vect(F \ {v}). Alors on
trouve (vi,...,v,) € (F\ {v})" et des réels A, ..., A\, tels que :

n
v = Z Ak * Vg
k=1
Autrement dit : .
Z)\k'vk—l—(—l)-v =0g,
k=1

donc F est liée. [ |

Lemme 3.3.20. Soit n € N. Soit F une famille de n vecteurs. Si F est une famille
constituée d’au moins n + 1 vecteurs de vect(F), alors F est liée.

Démonstration. Commencons par remarquer qu’il est suffisant de considérer le cas ou

card(F) = n+1 : le fait que toute famille plus grande soit liée est une conséquence directe.

On procéde par récurrence sur n € N. Considérons le cas n = 0. Alors F est une
famille contenant zéro vecteur : F = (). Dans ce cas, vect(F) = {0g}. Alors toute famille
F utilisant des vecteurs de vect(F) ne peut que contenir le vecteur nul, et est donc liée
(voir la Proposition 3.3.18).

Supposons que le résultat est vrai au rang n € N. Soit F une famille de n + 1 vecteurs,
et soit F une famille de n + 2 vecteurs de vect(F). On note

F = (vi,...,0n,Unt1) et F = (Wi, .., Wnt1, Wnt2).

Si Wpyg = Of, alors F est liée (voir la Proposition 3.3.18). Supposons alors w,12 # Og.
Alors w42 € vect(F) \ {0g}, donc il existe des réels Aq, ..., Ap+1 non tous nuls tels que :

n+1
W42 = Z)\k * Uk
k=1

Quitte a renuméroter, on peut supposer A,4+1 7 0. Ainsi :

- Ak 1
Un+41 = Z — S Vg + * Wnt2-

=\ Antl An+1
Autrement dit, v,41 € vect((v1, ..., Uy, Wnt2)), ce qui signifie :
vect((viy ..., Un, Unt1)) = vect((v1, ..., Un, Wnt2)).

Or, pour tout ¢ € [1,n+ 1], par définition, w; € vect(F) = vect((vy,...,vn,Ups1)). On
déduit alors de ce qui préceéde que w; € vect((vy, ..., v, Wni2)), ce que on écrit :

n
w; = Zﬂz‘,k Uk Min+1 W
k=1
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On définit maintenant :

n
hi = Wi — finy1 - Wpyo = Zui’k v € vect((v1, ..., vn)).
k=1

La famille (hy,...,h,+1) ainsi construite contient donc n + 1 vecteurs issus d’un espace
engendré par n vecteurs. Par hypothése de récurrence, on en déduit que cette famille est
liée. Autrement dit, il existe des réels aq, ..., ay1 non tous nuls tels que :

Z ap - hp =0g.
k=1

En revenant a la définition de ces vecteurs, on obtient alors :

n+1 n+1 n+1
Op = E oy, - (wy, — Hkn+1 - Wn2) = E o - W + E Qa1 | - Wnt2,
k=1 k=1 k=1

d’ou l'on déduit que F = (w1, ..., wpt2) est lice. [ |

Définition 3.3.21. Soit F une famille de vecteurs de E. On dit que F est une base
de E si:

— F est libre,

— F est génératrice de F.

Exercice 3.7
Solution page 94.

Montrer que
1. la famille
F =((1,0,0),(0,1,0),(0,0,1))
est une base de R3.

2. la famille
IP = (Xk)keN

est une base de R[X].

3.4 Espace vectoriel de dimension finie

On rappelle que E désigne un R-espace vectoriel.

Définition 3.4.1. On dit que F est de dimension finie s’il admet une famille généra-
trice finie. Dans le cas contraire, on dit que E est de dimension infinie.
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Exemple 3.4.2. — L’espace C est de dimension finie car C = vect((1,1)).

— Pour n € N*, I’espace R" est de dimension finie car engendré par la famille :
((1,0,...,0),(0,1,0,...,0),...,(0,...,0,1)).
— Pour n € N, l'espace R, [X] est de dimension finie car :
R [X] = vect((X")kego.n)-

Remarque 3.4.3. Attention, 'espace R[X]| n’est pas de dimension finie.

Proposition 3.4.4. Soit F une famille finie de vecteurs. Alors il existe B C F tel que
B est une base de vect(F).

Démonstration. Soit
£ ={F C F; vect(F) = vect(F)}.

On peut déja remarquer que F € &, donc € # 0. De plus, pour toute F € £, F C F, donc
0 < card(F) < card(F). Ainsi :

{card(F) ; F € £} [0, card(F)],

et on peut alors définir : . 5
d := min{card(F) ; F € £},

et il existe Fy € & tel que card(]—"d) =d.

Montrons que Fy est libre. Pour cela, supposons que ce ne soit pas le cas. Alors Fy
est liée et, par la Proposition 3.3.19, il existe vg € Fq tel que vy € Vect(]-"d \ {va}).
Autrement dit, vect(Fy \ {vg}) = vect(Fd) Or, par définition de &, vect(Fy) = vect(F).
Ainsi, Fy\ {vg} € &, avec card(Fy \ {vg}) = card(F;) —1 = d — 1, ce qui contredit la
minimalité de d.

Ainsi, F; est libre. Par définition de &, elle est aussi génératrice de vect(F). Il s’agit
donc d’une base de cet espace. [

Corollaire 3.4.5. Supposons que E est de dimension finie. Alors FF admet une base
finie.

Démonstration. Par définition, F admet une famille génératrice finie. On applique alors
la Proposition 3.4.4 : on trouve dans cette famille une base de F, qui est donc finie. |
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Théoréme 3.4.6. Supposons que E est de dimension finie. Soit B := (e, ..., eq) une
famille de vecteurs de E. Alors B est une base de E si et seulement si :

d
Vue B, AN, ) ERTu =Y "N er.
k=1

Démonstration. Supposons que B est une base de E. En particulier, elle est géné-
ratrice, donc vect(B) = E, ce qui garantit I'existence de cette décomposition.

Soit u € E. On écrit :
d d
U:Z)\k'ek:ZMk‘ek-
k=1 k=1

Alors :
d

D (O —m) - ex = 0p.

k=1

Or, B est une base, donc c’est une famille libre. Ainsi :
Vk e [1,d], A —px =0,

et on obtient ainsi 'unicité.

Réciproquement, supposons que tout vecteur de E admet une décomposition unique
selon la famille B. En particulier, vect(B) = E et B est donc génératrice. Soit (A1,...,Ag) €
R? tel que

d
i=1
Comme on peut toujours écrire
d
Op=7) 0-e;
i=1
on déduit de 1'unicité de la décomposition que :
Vie[l,d], X\ =0,

et ainsi B est libre, et est donc une base. |

Définition 3.4.7. Dans le Théoréme 3.4.6, les scalaires Aq, ..., Ay sont appelés coor-
données du vecteur u dans la base B.

Théoréme 3.4.8. Supposons que E soit de dimension finie. Alors toutes les bases de
E ont le méme nombre d’éléments.
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Démonstration. Soient B et B’ deux bases de E. On note
N :=card(B) et N':=card(B).

Comme E admet une famille génératrice finie, on a nécessairement N € N et N € N.
Comme B’ est une famille de vecteurs de E, en particulier, B’ C vect(B) = E. Or, B’

est libre donc, par le Lemme 3.3.20, on en déduit N’ < N. De méme, en échangeant les

roles de B et B’ dans le raisonnement précédent, on obtient N < N’. D’ou N = N'. |

Définition 3.4.9. Supposons que E soit de dimension finie. Le cardinal d’une base
de FE est appelé dimension de l'espace E et est noté dim(F).

Remarque 3.4.10. Le résultat précédent garantit que 'entier dim(E) ne dépend pas
de la base choisie.

Remarque 3.4.11. Si E est de dimension infinie, on note dim(E) = +oo.

Exercice 3.8
Solution page 95.
Soit
P={(z,y,2) €ER®; 220 —y+ 2 = 0}.

Montrer que P est un espace vectoriel de dimension finie. Déterminer sa dimension.

Proposition 3.4.12. Supposons que E soit de dimension finie. Soit F une famille de
vecteurs de E. Alors :

(i) F est libre = card(F) < dim(E);
(ii) card(F) > dim(E) = F est liée;
(iii) F est génératrice = card(F) > dim(FE).

Démonstration. (i) C’est encore une conséquence du Lemme 3.3.20. Soit B une base
de E. Comme F est libre et F C vect(B) = E, alors card(F) < card(B) = dim(FE).
(ii) C’est la contraposée du premier point que 1'on vient de démontrer.
(iii) Supposons que F est génératrice. Si card(F) = +o0, alors card(F) > dim(FE) car la
dimension est finie. Supposons card(F) < +o0. De la Proposition 3.4.4, on déduit
Pexistence de B C F tel que B est une base de vect(F) = E, donc card(B) = dim(FE).

Or, B C F, donc card(B) < card(F) et le résultat s’ensuit.
|

Théoréme 3.4.13. Supposons que F soit de dimension finie. Soit B une famille de
vecteurs de F. Les trois assertions suivantes sont équivalentes.

(i) La famille B est une base de E.



CHAPITRE 3. ESPACES VECTORIELS 84

(ii) La famille B est génératrice et card(B) = dim(E).
(iii) La famille B est libre et card(B) = dim(E).

Démonstration. Par définition, (i) implique (ii) et (iii).

(ii) == (i). Supposons que B n’est pas libre. Alors (Proposition 3.3.19) on trouve
v € B tel que v € vect(B\ {v}). Autrement dit, vect(B\ {v}) = vect(B) = E, donc B\ {v}
est génératrice, avec card(B\{v}) = card(B) —1 = dim(F) — 1, ce qui est impossible. Donc
B est libre, donc c’est une base.

(iii) = (i). Soit v € E. Si v = O, alors v € vect(B). Sinon, la famille BU {v} est
liée (si v € B, c’est trivial, et sinon card(BU{v}) = card(B)+1 = dim(E) +1). En écrivant

B = (e1,...,€eq), on trouve alors des réels A1, ..., Ay, u non tous nuls tels que
d
Z)\k-ek—i—u-v:OE.
k=1

On peut remarquer que p # 0. En effet, si yu = 0, 'égalité ci-dessus implique A\ = ... =
Ag = 0 car B est libre, ce qui est impossible puisque les réels considérés ne sont pas tous
nuls. On peut donc écrire :

d
v= Z <—)\k> - ey, € vect(B),
P H

1

donc vect(B) = E. [

Exemple 3.4.14. La famille ((1,0), (0, 1)) est une base de R?, donc dim(R?) = 2. Par
ailleurs :
A (1L1) 4+ e (1,0) = (0,0) = A=y =0,

donc la famille ((1,1),(1,0)) est libre et contient deux éléments : il s’agit donc aussi

d’une base de R2.

Exercice 3.9
Solution page 96.

1. Montrer que (1,X,...,X"™) est une base de R, [X]. En déduire la dimension de
R, [X].

2. Soient Py, ..., P, des polynomes tels que :
VEk € [0,n], deg(Py)= k.

Montrer que la famille (P, ..., P,) est une base de R, [X].
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Proposition 3.4.15. Supposons que E soit de dimension finie. Soit F' un sous-espace
vectoriel de E. Alors F' est de dimension finie et dim(F) < dim(E).

Démonstration. Soit
& = {F famille libre de F'}.

On peut déja remarquer que ) € £, donc € # (. De plus, pour toute famille F € £, F est
libre dans F', et donc en particulier dans E. Ainsi card(F) < dim(E). On en déduit que

{card(F) ; F € £} C [0,dim(E)],

donc on peut définir
d = max{card(F) ; F € £} < dim(FE),

et on trouve Fy € & tel que card(Fy) = d.

Supposons que Fy ne soit pas génératrice de F. Alors il existe v € F tel que v ¢
vect(Fq). Ainsi, FyU{v} est libre, donc FyU{v} € € avec card(FgU{v}) = card(Fq)+1 =
d+ 1, ce qui contredit la maximalité de d. Donc F; est génératrice de F'. Par définition de
&, elle est également libre. C’est donc une base de F' et on a obtenu :

dim(F') = card(Fy) = d < dim(FE).

Corollaire 3.4.16. Supposons que F soit de dimension finie. Soit F’ un sous-espace
vectoriel de E. Alors :

F=EF <= dim(F)=dim(E).
Démonstration. Le sens direct est évident. Supposons que dim(F') = dim(E). Soit B

une base de F. C’est une famille libre dans E avec dim(F') = dim(F) vecteurs, donc c’est
aussi une base de E, donc F' = vect(B) = E. [

Proposition 3.4.17. Supposons que F soit de dimension finie. Soient F' et G deux
sous-espaces vectoriels supplémentaires dans E. Alors

dim(F) + dim(G) = dim(E).

Démonstration. On note
dr =dim(F'), dg:=dim(G), dg:=dim(E).

Soient (v1,...,vq,) une base de F' et (u1,...,uq4,) une base de G.
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Soit u € E. Comme E = F @& G, il existe un unique couple (up,ug) € F x G tel que
u = up + ug. Comme up € F et ug € G, il existe un unique (A1,...,Ag,) € RIF et un
unique (g1, ..., fd,) € R tels que

e dp
ung A - v et uG:Z,u,k-uk.
k=1 k=1

On obtient ainsi une représentation de w :

da dr
u=§ Ak-vk+§ M * Uk,
k=1 k=1

qui est unique dans la famille (v1i,...,v4,,u1,...,uq4,). Cette famille est donc génératrice
de E (existence de la décomposition) et libre (unicité des coordonnées). C’est donc une
base de F qui contient dr + dg vecteurs, d’otut le résultat. |

Lemme 3.4.18. Soit F' un sous-espace vectoriel de E. Soit v € E'\ F. Alors :
F + vect({v}) = F @ vect({v}).

Démonstration. Soit u € F N vect({v}). En particulier, v € vect({v}) donc il existe
A€ R tel que w =A-v. Si A#0, on peut alors écrire :

1
= uek,
v )\u

ce qui n’est pas possible par hypothése sur v. Ainsi, A = 0 et w = 0, donc F Nvect({v}) =
{0g}- u

Proposition 3.4.19. Supposons que E soit de dimension finie. Soit F' un sous-espace
vectoriel de E. Alors F' admet un supplémentaire dans F.
Démonstration. Soit
& = {G sous-espace vectoriel de £ ; GNF = {0g}}.

On peut déja remarquer que {Og} € &, donc € # . De plus, pour tout sous-espace
vectoriel G de E, E+ F est un sous-espace vectoriel de E, donc est de dimension finie avec
dim(G + F) < dim(E). Ainsi :

{dim(G+ F); G € &} C [0,dim(E)]

et on peut définir

m = max{dim(G+ F) ; G € £}.
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Soit Gy, € &€ tel que dim(Gyy, + F) = m. )
Supposons que G, + F' # E. Alors il existe v € E tel que v ¢ G, + F. Soit Gy, =
G + vect({v}). Du Lemme 3.4.18, on déduit alors :

Gm + F =Gy +vect({v}) + F = (G + F) + vect({v}) = (G + F) @ vect({v}).

Ainsi, de la Proposition 3.4.17, on obtient :

dim(G,, + F) = dim(G,, + F) + dim(vect({v})) = m + 1.
Soit maintenant u € G, NF. Comme u € Gy, = G +vect({v}), il existe w € Gy, et A € R
tels que u = w+A-v. De plus, u € F, donc u—w € F+G,,. Or, u—w = X-v € vect({v}).
Ainsi :
u—w € (F+ Gp) Nvect({v}) = {0g}.
On en déduit
u=we FNG,={0g},

donc u = 0 et ainsi G, NF = {0x}. Autrement dit, G,, € &, ce qui contredit la maximalité
de m.

Donc G,, + F = E. Comme, par définition de &£, G,,, N F = {Og}, on a donc obtenu
Gn,®F=F. |

Corollaire 3.4.20 (Formule de Grassmann). Supposons que E soit de dimension finie.
Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de E. Alors :

dim(F) + dim(G) = dim(F + G) + dim(F N G).

Démonstration. Comme FNG est un sous-espace vectoriel de GG, de la Proposition 3.4.19,
on en déduit qu’il admet un supplémentaire dans G, que ’on note H :

He(FNG) =G,

avec de plus
dim(H) + dim(F N G) = dim(G).
Soit uw € F + G. Alors il existe (up,ug) € F x G tel que u = up + ug. Comme
ug € G=H& (FNG), il existe (ug,u) € H x (FNG) tel que ug = uyg + @. Ainsi :
u=up+ (ug+a)=(up+u)+ug € F+H

caru € FNGCF.Onendéduit F+GCF+H.Or, HCG,donc F+ H C F+ G, et
ainsi F+G=F+ H.

Soit v € F'N H. En particulier, v € H C G, doncv € HN(FNG) = {0g} car H et
F N G sont supplémentaires. Ainsi v = 0g et FNH = {0g}.

On a ainsi obtenu F & H = F + G, d’ou :

dim(F + G) = dim(F) + dim(H) = dim(F) 4+ dim(G) — dim(F N G),

d’ou le résultat. [}
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Corollaire 3.4.21. Supposons que E soit de dimension finie. Soient F' et G deux
sous-espaces vectoriels de E. Les assertions suivantes sont équivalentes.

(i) FoG=E.
(i) FNG = {0z} et dim(F) + dim(G) = dim(E).
(i) F+ G = E et dim(F) + dim(G) = dim(E).

Démonstration. Les implications (i) == (ii) et (i) == (iii) sont des conséquences
directes de la formule du Corollaire 3.4.20.

(ii) = (i). On part de la formule du Corollaire 3.4.20 :

dim(F + G) = dim(F) + dim(G) + dim(F N G) = dim(E).

=0

=dim(E)
Le Corollaire 3.4.16 implique alors que F + G = F,donc F & G = F.

(iii) = (i). Toujours la méme formule :

dim(F N G) = dim(F + G) —(dim(F) + dim(G)) = 0,

=dim(E) =dim(E)

donc FNG ={0g} et ainsi F & G = E. [ |

Exercice 3.10
Solution page 96.

Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie. Soient F' et G deux sous-espaces
vectoriels de E tels que dim(F') = dim(G). Montrer qu'’il existe un sous-espace vectoriel
H de E tel que H est supplémentaire de F' et de G simultanément.

Proposition 3.4.22. Supposons que E soit de dimension finie. Soient £ une famille
libre de E et G une famille génératrice de E. Alors il existe une base B de E telle que :

LCBC(GUL).

Démonstration. Soit
E={Flibre; LCFC(GUL)}.

On peut remarquer que £ € &, donc € # (). De plus :
{dim(vect(F)) ; F € £} C [0,dim(E)],
donc on peut définir

m = max{dim(vect(F)) ; F € £} < dim(E)
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et on trouve Fp, € £ tel que dim(vect(F,,)) = m.
Supposons que m < dim(FE). Alors il existe g € G tel que g ¢ vect(F,,) puisque G est
génératrice de E. Du Lemme 3.4.18, on déduit alors :

vect(Fr,) + vect({g}) = vect(Fp,) @ vect({g}).

En particulier, dim(vect(F,, U {g})) = dim(vect(Fy,)) +1 =m+ 1. Or, F,, U{g} € &, ce
qui contredit la maximalité de m. Ainsi, m = dim(E).

On a donc obtenu une famille F,,, libre dans E contenant m = dim(E) vecteurs : c’est
donc une base, et les inclusions sont données par la définition de £. |

Théoréme 3.4.23 (Base incompléte). Supposons que E soit de dimension finie.
1. Pour toute famille £ libre dans F, il existe une base B de F telle que £ C B.
2. Pour toute famille G génératrice de F, il existe une base B de E telle que B C G.

Démonstration. 1. Soit £ une famille libre dans £. Comme E est de dimension finie,
il existe une famille génératrice finie G de E. La Proposition 3.4.22 donne alors
Pexistence d’une base B telle que £ C B C (G U L), et donc en particulier £ C B.

2. Soit G une famille génératrice de E. Comme la famille £ := ) est libre, la Propo-
sition 3.4.22 donne 'existence d'une base B de E telle que L C B C (GU L). En
particulier, B C (GUD) = G.

|

Une maniére d’interpréter le Théoreme 3.4.23 est qu’il est toujours possible :

— d’ajouter des vecteurs & une famille libre,

— de retirer des vecteurs d’une famille génératrice,

jusqu’a obtenir une base de I'espace, si celui-ci est de dimension finie.
Exemple 3.4.24. La famille

((1,1,1),(-1,1,1),(-2,2,2),(1,1,3))
——— N N N —

U1 v2 U3 V4

est liée dans R3 (puisqu’elle contient quatre vecteurs et que R3 est de dimension 3).
On peut remarquer que
v3 = 2v9.

En retirant vs, on obtient une base de I'espace :

((1,1,1),(-1,1,1),(1,1,3)).
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3.5 Solutions des exercices

Solution de ’Exercice 3.1

Les points de la Définition 3.1.1 sont vérifiés, un & un, en utilisant le fait que E est
lui-méme un espace vectoriel. Par exemple, pour la commutativité, on se donne f et g dans
F(X; E). Pour tout x € X, on a :

(fBg)(x) = f(z)+ g(x)
par définition. Or, comme FE est un espace vectoriel, I’addition commute :
f(x) +9(z) = g(x) + f(2),

et on obtient alors :

(fHBg)(x) =g(x)+ f(x) = (¢ B [)(=z),
d’ou fHg = gH f. Il faut faire le méme raisonnement pour tous les autres points. L’élément
neutre de cet espace n’est autre que la fonction identiquement nulle :

Of(X;E): xz— 0g.

Solution de ’Exercice 3.2

Supposons que F' est un sous-espace vectoriel de F.
1. Comme dans la preuve de la Proposition 3.2.3, on montre facilement que Og € F.

2. Soient A € R et (u,v) € F x F. Comme F est un sous-espace vectoriel, A - u € F,
donc A-u+wv € F.

Supposons que les assertions soient vraies.
1. Comme O € F, en particulier, F' # ().

2. Soient (A, 1) € R xR et (u,v) € F x F. On utilise une premiére fois cette deuxiéme
maniére d’écrire la stabilité pour obtenir :

p-v=p-v+0g€F.
On peut alors 'utiliser une seconde fois pour obtenir :

Au+p-veF.

Solution de ’Exercice 3.3

1. Le polynéme nul est dans F3.
Soient (P,Q) € Fy X Fy et (A\,u) € R x R. Alors :

(A P+p-Q)(1)=AP1) +pQ(1) =A-0+p-0=0,

donc A- P+ pu-Q € Fi.
Ainsi, F; est un sous-espace vectoriel de R[X], et est donc un espace vectoriel.
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2. Le polynéme nul est dans F5.
Soient (P, Q) € Fy x Fy et (A, u) € R x R. Alors :

(AP A4 p-Q)(0) = AP(0) +pQ(0) =A-0+p-0=0,
et :

(AP +p-Q)(0) = AP'(0) + Q' (0) =X-0+ -0 =0,
donc M- P+ p-Q € Fs.
Ainsi, F, est un sous-espace vectoriel de R[X], et est donc un espace vectoriel.

3. La suite nulle est dans F3.
Soient (u,v) € F3 x Fs. Alors il existe (U, V) € R? tel que :
YneN, u,<U et v, <V.
Soit n € N. Alors :
(Ut V) =tup+v, <UHV,

donc u +v € F3.
Soient u € F3 et A € R. Il existe U > 0 telle que :

YneN, wu,<U.
Soit n € N. Alors :
Ay = Auy < |Aup| = A - Jun| < M- U,
donc A\ -u € F3.

Ainsi, F3 est un sous-espace vectoriel de RY, et est donc un espace vectoriel.

4. La fonction nulle est continue. Toute combinaison linéaire de fonctions continues est
continue. Ainsi, F; est un sous-espace vectoriel de I'espace de toutes les fonctions R — R,
et est donc un espace vectoriel.

5. La fonction nulle est bien dans C!(R;R). Toute combinaison linéaire de fonctions conti-
nues est continue, et toute combinaison linéaire de fonctions dérivables est dérivable.
Ainsi, F5 est un sous-espace vectoriel de I'espace de toutes les fonctions R — R, et est
donc un espace vectoriel.

6. La dérivée de la fonction nulle est elle-méme, donc 0 € Fg.
Soient (f,g) € Fg x Fg et (A, ) € R x R. Alors :

A frp-g=Xf+ugd=xf+pu-g
donc A\ f+ pu-g € Fg.
Ainsi, Fg est un sous-espace vectoriel de C*(R;R) et est donc un espace vectoriel.

7. La fonction nulle est paire, donc 0 € F7.
Soient (f,g) € Fr x Fr et (A, 1) € R x R. Alors, pour tout € R :

At p-g)(=2) = AMf(=2) + pg(=2) = Af(x) + pg(x) = A- f + p-g)(@),
donc A- f+p-g € Fr.
Ainsi, F7 est un sous-espace vectoriel de I’espace de toutes les fonctions R — R, et est
donc un espace vectoriel.
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Solution de ’Exercice 3.4

1. Soit w € F + G. 1l existe (up,ug) € F x G tel que u = up + ug. Comme E est un
espace vectoriel, I’addition commute et ainsi :

u=up+ug=ug+upr € G+ F.

Ainsi, '+ G C G + F. L’inclusion réciproque se démontre de la méme facon.

2. Soit u € (F+G)+ H. ll existe (up,ug,up) € F X G x H tel que u = (up +ug) +upg.
On utilise 'associativité de I’addition dans E pour obtenir u € F' + (G + H), d’ou une
premiére inclusion. L’inclusion réciproque peut étre obtenue de la méme facon.

Solution de ’Exercice 3.5

L’objectif est de montrer que, pour tout n € N* :

XN Pi=0px; = Vie[ln],\=0, (Hs5(n))
i=1

ou les P; sont des vecteurs de F deux a deux différents. On procéde par récurrence sur
n € N*, le nombre d’éléments dans la combinaison linéaire considérée.
Initialisation. Soit P € F. Soit A € R tel que

Comme F ne contient pas le vecteur nul par hypothése, en particulier, P # Og[x]. De la
Proposition 3.1.9, on déduit que A = 0, et ainsi (/55(1)) est vraie.

Hérédité. Soit n € N* tel que (H35(n)) est vraie. Soient P, ..., P,41 des vecteurs de
F différents deux a deux. Soit (A1,..., A\yr1) € R tel que :

n+1
> i Pi=Ogpyg-
i=1

Par hypothése sur F, les P; sont tous de degrés différents, et on en considére ici un nombre
fini. Il existe donc un unique ipmax € [1,n + 1] tel que :

deg(Pipa) = e deg(F;).

Quitte & renuméroter, on peut supposer (pour simplifier le propos) que iyax = n+1. Ainsi :

n
Z Ai - Pi+Ant1 - Poy1 = Og[x)s
i—1
7
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avec deg(P) < deg(Pp41) = d. On écrit
P = Z ap X"

avec aq # 0. Ainsi :

Antt1 - Prgr = Z/\n—f—lakX

93

Comme deg(P) < d, en dérivant d fois 1’égalité précédente, on obtient :

0= )\n+1d!ad.
Comme ag # 0, on en déduit \,11 = 0 et il reste ainsi :
n
ZM - Py = Og[x-
i=1
Or, (Hs5(n)) est vraie, donc :
Vie [1,n], X =0.

On a donc obtenu :
Vie[l,n+1], X\ =0,

donc (Hs5(n + 1)) est vraie.

Solution de ’Exercice 3.6

Commengons par coller & la Définition 3.3.1 en écrivant

F = (vi)ier, avec I :=[1,d].

Supposons que F est libre. Soit (Af,...,\s) € R tel que

d
Z /\i UV, = OE.
=1

Pour k € [i,d], on note i = k, de sorte que I'on obtient :

d
Z)\k * V5, = OE.
k=1

On reconnait alors la forme utilisée dans la Définition 3.3.13
déduit :
Vie[1,d], X\ =0.

: comme F est libre, on en
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Réciproquement, on considére i1, ..., i, dans I, deux & deux différents, avec n € N.
Quitte a les renuméroter, on peut toujours supposer :

1<ii<in<. .. <1, <d.

Soit (Niy, ..., Ai, ) € R™ tel que :

3

)\ik . Uik = OE
k=1
Comme les indices sont deux & deux différents, on a nécessairement n < d. L’idée est alors
de « compléter » cette famille d’indices pour reformer I = [1,d] tout entier, en ajoutant
de nouveaux \; nuls, de sorte & rajouter les vecteurs « manquants » dans la combinaison
linéaire, sans en altérer la somme. Soit alors (5\1, ceey 5\d) € R¢ défini par :

Vi€ [1,d], S\Z o {)\ik, s’il existe k € [1,n] tel que i = i,

0, sinon.

On obtient alors :

3

En particulier :

et ainsi F est libre.

Solution de I’Exercice 3.7

1. Soient des réels a, b et c tels que :
a-(1,0,0)+b-(0,1,0) +c-(0,0,1) = Ogrs = (0,0,0).

Par définition :
a- (1>070) +b- (07170) +c- (0707 1) = (CL,b,C),

donc on obtient directement
a=b=c=0

et ainsi la famille F est libre.

Soit maintenant (x,y, z) € R3. Alors on peut écrire :
(x,y,2) =x-(1,0,0)+y-(0,1,0) + z-(0,0,1),

ce qui signifie que la famille F est génératrice.
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2. Soit P € R[X]. En notant d := deg(P), il existe (ag,...,aq) € R¥? tel que

d
P=> aX",
k=0

donc la famille P est génératrice de R[X].
Il faut maintenant montrer que cette famille est libre, ¢’est-a-dire que, pour tout n € N* :
n
VO <k <hy<...<kp, ) MNXM =0y = Vie[Ln],\=0 (Hsz(n)
i=1
On procéde par récurrence sur n € N*,

Commencons par le cas n = 1. Soit & € N. Soit A € R tel que AX* = Or[x]- En dérivant
k fois cette égalité, on obtient k!X = 0, d’ott A = 0 et ainsi (/3 7(1)) est vraie.

Supposons (/157(n)) vraie pour un certain n € N*. Soient
0§k1<k2<...<kn+1

des entiers. Soit (A1,..., Aps1) € R?! tel que :

n+1
D NXE = Ogp).
=0

En dérivant k,, 41 fois cette égalité, on obtient k41! A1 = 0, d’ot A1 = 0 et il reste
ainsi :

n
> AXH = g,
i=0
Comme (H37(n)) est vraie, cela implique :
Vi € [[1,n]], A =0,
et ainsi (H57(n + 1)) est vraie.
Solution de I’Exercice 3.8
Soit (z,y, z) € R3. Par définition, 22 — y + z = 0, ce qui se réécrit :
z =1y — 2.
On écrit alors :

($)y72) = (xvyuy_2l‘) =XT- (1707—2)4‘9(0,1,1);
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d’ott :
P = VeCt({(lv 07 _2)7 (07 17 1)})

En particulier, P est un espace vectoriel. Il est de dimension finie, car engendré par une
famille finie de vecteurs. Soit (A, i) € R? tel que :

A-(1,0,—2) + - (0,1,1) = (0,0,0).

Autrement dit :
(>‘7 My b — 2)‘) = (07 O’ O)a

ce qui donne directement A = p = 0. Ainsi, la famille {(1,0,—2), (0,1, 1)} est libre. Comme
elle est aussi génératrice de P, il s’agit d'une base de P, donc dim(P) = 2.
Solution de I’Exercice 3.9

1. Soit P € R,[X]. Il existe (ag, ..., a,) € R"*! tel que

P= zn: ap X",
k=0

et ainsi la famille (1, X,..., X™) est génératrice de R, [X].

Soient 0 < k1 < kg < ... < kp, des entiers, pour m € [1,n]. Soit (Ar,..., Am) € R™ tel
que

> XXM = Oz,
i=1

On dérive cette égalité k,, fois pour obtenir A\,, = 0, puis k,,—1 fois pour obtenir
Am—1 = 0, et ainsi de suite jusqu’a obtenir

Vi € ﬂl,m]], A =0,
et ainsi la famille (1, X,..., X™) est libre.

Comme (1, X, ..., X™) est libre et génératrice, c’est une base de R,,[X] dont la dimen-
sion est alors donnée par le nombre de vecteurs dans cette base : dim(R,,[X]) =n + 1.

2. On montre que cette famille est libre de la méme facon que pour la précédente. On
obtient ainsi une famille libre & n+ 1 = dim(R,,[X]) vecteurs : il s’agit donc d’une base

de R, [X].

Solution de ’Exercice 3.10

Comme F + G est un sous-espace vectoriel de E, par la Proposition 3.4.19, il admet un
supplémentaire dans E que ’on note Hy. De méme, F' NG admet un supplémentaire dans
F' que l'on note Hp, ainsi qu'un supplémentaire dans G que ’on note Hg.
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Intersections nulles. Par définition :
HpnN(FNG)={0g} et HeN(FNG)={0g}.

Mais on a également :
Hon(FNG)={0g}.
En effet, soit v € H N (F N G). Comme u € F NG, en particulier, u € F + G, donc
ve HN(F+G) ={0g}.
On peut également ajouter :

HFQHG:{OE}, HoﬂHF:{OE}, HoﬂHG:{OE}.

En effet, soit u € Hp N Hg. Alors u € Hp C F et u € Hy C G, donc uw € Hp N (F N
G) = {O0g}. Pour la deuxiéme, soit w € Hy N Hp. Alors w € Hp C F C F + G, donc
u € HyN (F + G) ={0g}. La troisiéme intersection s’obtient de la méme fagon.

Des premiers supplémentaires. Avec ces trois espaces, on peut déja construire des
sous-espaces supplémentaires de F' et de G. Cela ne répond pas a la question, mais c’est
une premiére itération. Nous allons montrer que :

F@(H0+Hg)=E et G@<H0+HF)=E.

Soit u € E = Hy® (F+G). Alors il existe (ug,us) € Hy X (F+G) tel que u = up+ug.
Comme ug € F + G, il existe (up,ug) € F x G tel que ug = up + ug. On obtient :

u:uo—i-(uF—i-uG):uF—i—(uo—i—ug).

On a presque une bonne décomposition, & ceci prés que ug vit dans GG, mais pas forcément
dans Hg. Cependant, ug € G = Hg ® (F N G), donc on trouve (g, upg) € Hg X (FNQG)
tel que ug = g + upg. Ainsi :

u=up + (uo + (ic + urg))
=(up + upg )+ (u + ¢ )€ F+ (Ho+ Hg).
~— ~—~ —~— =~
€eF eFNGCF €Hyp €Hg

Ainsi, F + (Hp + Hg) = E.

Remarquons maintenant que Hy + Hg = Hy @ Hg, donc (par la Proposition 3.4.17)
dim(Hy + Hg) = dim(Hy) + dim(Hg). Or, on rappelle que Hy & (F + G) = E, donc
dim(Hp) = dim(E) — dim(F +G). De plus, He ® (FNG) = G, donc dim(Hg) = dim(G) —
dim(F N G). En combinant tout cela, on obtient :

dim(F) + dim(Hy + Hg) = dim(F) + dim(F) — dim(F + G) 4+ dim(G) — dim(F N G).

On peut alors utiliser le Corollaire 3.4.20 pour simplifier beaucoup de termes. Il ne reste
qu’en effet :

dim(F) 4+ dim(Hp + Hg) = dim(E).
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Il ne reste qu’a appliquer le Corollaire 3.4.21 pour obtenir que
F@(Ho-i-Hg) =F.

Le cas de G se traite exactement de la méme fagon.

Une « diagonale » de sous-espaces ? Le sous-espace Hy représente une partie com-
mune dans les supplémentaires que 'on vient de déterminer. Le probléme, c’est que Hp
ne peut faire partie du supplémentaire de F', puisqu’il est lui-méme dans F, et il en va
de méme pour Hg par rapport & GG. Ce qu’il faudrait, c’est un espace « entre les deux ».
Créons-le!

Pour commencer, utilisons I’hypothése dim(F') = dim(G) pour remarquer :

dim(Hp) = dim(F) — dim(F N G) = dim(G) — dim(F N G) = dim(Hg).
On note alors cette dimension d := dim(H ) = dim(Hg). Soient F := {u; ; i € [1,d]} une
base de Hr et G = {v; ; i € [1,d]} une base de Hg. On définit alors
H o= {u; +v;;ie[l,d]}.

On peut facilement montrer que cette famille est libre, alors ne nous génons pas pour le
faire. Soit (A1,...,A\q) € R tel que

Alors :

d d
Z)\i-ui = —Z)\i'vi € Hr N Hg :{OE}.
=1 =1
S—— S——

cHp €EHg

Comme F (ou G, ¢a marche aussi) est libre, on obtient :
Vie[l,d], X =0,
donc H est libre. En particulier, c’est une base de
Hy = vect(H),

qui est donc de dimension d également.

Remarque 3.5.1. Il pourrait étre tentant, si on n’est pas trés réveillés, d’imaginer
que Hp n’est autre que Hrp + Hg. Ce n’est pas du tout le cas! On ne considére pas ici
toutes les combinaisons linéaires des bases des deux espaces : on ne fait que combiner
ces deux bases. C’est une construction finalement assez basique : pour s’en convaincre,
on peut imaginer que Hr et Hg sont des droites. Dans ce cas Hp est une droite « entre
les deux ».
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Encore des intersections nulles. Pour finir, nous allons montrer que ce nouveau
sous-espace Hj est le bon candidat pour remplacer Hrp et Hg dans les supplémentaires
précédents. Avant cela, montrons une nouvelle intersection nulle :

HonNnH = {OE}

En effet, soit u € HyNH;. Alorsu € Hy C Hp+Hg C F+G,doncu € HyN(F+G) = {0g}.
Oui, parce que Hy n’est pas Hr + Hg, mais il est dedans quand méme.
On peut également montrer :

FNH = {OE} et GNH = {OE}

Soit u € F'N Hy. Comme u € Hy, on peut écrire :

d d d
i=1 i=1

=1 =
—_———
=up€Hp =ug€Hg

Ecrit autrement, ug = v —up. Or, w € F, up € Hr C F, et ug € Hg C G, donc
ug € Ho N (FNG)={0g}, donc ug = 0g. Or :

d
OE:U,G:Z)\Z“’UZ‘
=1

et la famille G est libre, donc :
Vie[l,d], X\ =0,

et ainsi

d
Uup = Z/\'Luz =0g,
i—1

doutu=0g+0g =0g.

Le bon supplémentaire. On pose
H = Hy+ H;.

Comme il s’appelle H, il s’agit bien évidemment du sous-espace qui va répondre a ’exercice.
Mais tachons de trouver des arguments un peu plus solides.

Soit u € FNH. Comme u € H = Hy @ Hy, il existe (up,u1) € Hp x Hp tel que
u = ug + uy. Avec uy € Hi, on trouve (up,ug) € Hp X Hg tel que u; = up + ug.
Par ailleurs, v € F' = Hp @& (F N G), donc il existe (up,urg) € Hr x (FNG) tel que
u = up + upq. On obtient ainsi :

Uy +Up + Ug =u = upr + urg,
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que ’on réécrit :
Up = U — Up + UpG — UG-

Or, up € Hp C F, et il en est de méme pour 4p. On a de plus upg € FNG C F et
g € Hg C G, donc la somme de tout ce beau monde vit dans F'+ G. Autrement dit, on
a obtenu ug € Hy N (F + G) = {0g}, donc up = O, et ainsi :

u:0E+u1:u1€FﬁH1:{OE}.

Ainsi, u = Og et on a montré que F' N H = {0g}.

Comme H = Hy @& Hy, dim(H) = dim(Hy) + dim(H;). Comme dim(H;) = dim(Hg),
on peut faire exactement le méme raisonnement que pour le premier supplémentaire de F
pour obtenir que :

dim(F) + dim(H) = dim(E),

donc on a bien obtenu F' @ H = E. Les roles de F' et G étant symétriques, il suffit de les
échanger pour obtenir G ® H = E.



Chapitre 4

Applications linéaires

Dans tout ce chapitre, E désigne un R-espace vectoriel. Sauf mention plus explicite, F’
désigne également un R-espace vectoriel quelconque.

4.1 Application linéaire

Définition 4.1.1. Une application f: E — F est dite linéaire si :
— V(u,v) € EX E, f(u+v) = f(u) + f(v);
— VAeRVYu e E, f(A-u) =X- f(u).

On note L(E, F') 'ensemble des applications linéaires de F vers F :
L(E,F)={f: E— F; f est linéaire}.
Exemple 4.1.2. L’identité est une application linéaire :
Idg: z — x.
Plus généralement, pour tout a € R, 'application
Esz—a-zeklb
est linéaire.

Remarque 4.1.3. Pour a € R, 'application R 3 x +— ax + b € R n’est pas linéaire
(sauf si b= 0).

Proposition 4.1.4. Soit f € L(E, F). Alors :

f(0g) = OF.

101
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Démonstration. Il suffit de remarquer :

f(0g) = f(0p +0g) = f(0r) + f(Og).
[ |

Proposition 4.1.5. Soit f: E — F'. Alors f est une application linéaire si et seulement
si:

V(u,v) e Ex EY(A\p) e RxR,  fA-u+p-v)=X flu)+p- f(v).
Démonstration. Supposons f linéaire. Soient (u,v) € Ex E et (A, ) € RxR. Comme
A-u € FEet u-v € FE, on applique successivement les deux points de la définition :

futpev)=fA-u)+ flp-v) =X f(u) +p- fo)
Réciproquement, soit (u,v) € E x E. Alors :
flutv)=f1-u+1l-v)=1-f(u)+1-f(v)=f(u)+ f(v)
Soient maintenant A € R et v € E. Alors :

fAh-u)=fA-u+0-u)=Xf(u)+0- f(u) =X f(u).

Exercice 4.1
Solution page 123.
Soit f: E — F. Montrer que f est une application linéaire si et seulement si :

V(u,v) e Ex ENVAER, f(A-u+v)=Xf(u)+ f(v).
‘ Définition 4.1.6. Une application linéaire de E vers R est appelée une forme linéaire.

Exemple 4.1.7. L’application

f:R? =R
(T,y) = oty

est une forme linéaire.

Exercice 4.2

Solution page 123.

Soit f € L(E,R) une forme linéaire. On suppose que f # Og(gr). Montrer que f est
surjective.
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Définition 4.1.8. Une application linéaire de F vers E est appelée endomorphisme.
On note L£(F) 'ensemble des endomorphismes définis sur E :

L(E)=L(E,E)={f: E— E; f est linéaire}.

Exemple 4.1.9. L’application

f:R* = R?
(z,y) = (y,2)

est un endomorphisme.

Définition 4.1.10. Soit f € L(E, F). Si f est bijective, on dit que c’est un isomor-
phisme (d’espaces vectoriels). Dans le cas particulier ou f € £(E), on dit que f est un
automorphisme.

Définition 4.1.11. Soit f € L(E, F). On appelle noyau de f, noté ker(f), ’ensemble :
ker(f) ={ue E; f(u)=0r} C E.
On appelle image de f, noté Im(f), I’ensemble :

Im(f) ={f(u) e F;ueE}={veF; Jue E/f(u) =v} CF.

Exemple 4.1.12. On considére ’application
f:R* = R?
(a,b,¢) — (b—c,c—b).

Commencons par montrer que f € L(R3 R?). Soient pour cela (a1,by,c;) € R3,
(GQ,bQ,CQ) €R3 et A € R. Alors :

fx-(a1,b1,c1) + (az,b2,¢c2)) = f((Aa1 + a2, Aby + b2, Ac1 + ¢2))
= (Ab1 + b2 — (Ae1 + ¢2), Aer + ca — (b1 + ba))
=X (by —c1,01 — b1) + (ba — a2, c0 — bo)
=A- f((a1, by, c1)) + f((az, b2, c2)).

Déterminons maintenant le noyau de cette application linéaire. Soit (a,b,c) € R3.
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Alors :

(a,b,¢) € ker(f) <= f((a,b,c)) = (0,0)
< (b—c,c—b)=(0,0)
b—c=0
= {c—sz
<~ b=c,

et on en déduit :
ker(f) = {(a,b,b) € R®; (a,b) € R*}.

Terminons en déterminant 'image de f. Soit (x,y) € Im(f). Alors il existe (a, b, c) € R3
tel que f((a,b,c)) = (x,y), c’est-a-dire (b —¢,c—b) = (x,y). Autrement dit, x = b—c¢
et y=c— b= —x. Ainsi :

Im(f) C vect({(1,—1)}).

Réciproquement, soit (z,y) € vect({(1,—1)}). Il existe alors A € R tel que (x,y) =
A-(1,—1). Considérons a € R quelconque. On pose b = A et ¢ = 0. Alors f((a,b,c)) =
(A, =) = (z,y). Autrement dit, (z,y) € Im(f). Ainsi :

Im(f) = veet({(1, ~1)}).

Proposition 4.1.13. Soit f € L(E, F). Alors ker(f) est un sous-espace vectoriel de
E, et Im(f) est un sous-espace vectoriel de F'.

Démonstration. Noyau. Comme f(0g) = O, on a Og € ker(f). Soient (u,v) € ker(f)
et (A, u) € R xR. Alors :

FO - ut e v) = A f(u) - f(0) = Op,
~~ ~~
=0F =0F

donc A - u+ - v € ker(f).

Image. Comme f(0g) = Op, on a immédiatement Op € Im(f). Soient (vi,v2) €
Im(f) x Im(f) et (A, u) € R x R. Soit (uj,u2) € E x E tel que f(u1) = vy et f(uz) = va.
Alors :

Acvr+pevg = A flun) +pe fug) = fF(A-ur + - ug) € Im(f).

Proposition 4.1.14. Soit f € L(E, F). Alors :
(i) f est surjective si et seulement si Im(f) = F';

(ii) f est injective si et seulement si ker(f) = {Og}.
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Démonstration. (i) C’est la définition de surjectivité.

(i) Supposons f injective, c’est-a-dire :
V(u,v) € ExX E,(f(u) = f(v) = u=n0).

Soit u € ker(f). Alors f(u) = Op. Or, f(0g) = Op, donc v = Op par injectivité.
Ainsi, ker(f) = {0g}.
Réciproquement, supposons ker(f) = {Og}. Soit (u,v) € E x E tel que f(u) =
f(v). Autrement dit :

Op = f(u) = f(v) = flu—wv),

donc u — v € ker(f) = {0g}, donc u — v = 0, et ainsi u = v, d’ou 'injectivité.

|
Proposition 4.1.15. Soient f € L(E,F) et g € L(F,G) ou G est un R-espace vecto-
riel. Alors go f € L(E, F).
Démonstration. Soient (u,v) € E X E et (A, 1u) € R x R. Alors :
of(Arutp-v)=g(f(A-utp-v))
=gA-flu)+p- f(v)) par linéarité de f
=X-g(f(w)+p-g(f(v)) par linéarité de g
=X-gof(u)+p-goflv).
|

Proposition 4.1.16. Soit f € £(E, F) un isomorphisme. Alors f~! € L(F, E).

Démonstration. Soient (v1,v3) € F x F et (A\,u) € R x R. Comme f est bijective, il
existe un unique (u1,u2) € E x E tel que f(u1) = vy et f(u2) = vy. Ainsi :

FYO v peve) = FHN- f(ur) + - fug)) par définition de u; et ug

= f_l(f(/\ cuy - ug)) par linéarité de f

=f Yo f(Nuy +p-ug)

=A-up+ @ u carf_lof:IdE

=X SN w) F e f (02) par définition de u; et us.

Proposition 4.1.17. L’ensemble L(F, F'), muni de "addition :

V(fig9) € LIE,F) x L(E,F), (f+g):ur f(u)+g(u),



CHAPITRE 4. APPLICATIONS LINEAIRES 106

et de la multiplication par un réel :
VL) eERXLEF), (A-f)ruw A f(u),

est un R-espace vectoriel.

Démonstration. On montre tous les axiomes définissant un espace vectoriel (voir la
Définition 3.1.1) en utilisant le fait que F est un espace vectoriel. Par exemple, soit
(f,9) € L(E,F) x L(E,F). Pour tout u € E :

(f +9)(u) = f(u) + g(u) = g(u) + f(u) = (g + f)(u)

car F' est un espace vectoriel. Ainsi, f + g = g + f et la commutativité est démontrée.
Les autres propriétés se démontrent de la méme fagon. L’élément neutre n’est autre que la
fonction identiquement nulle :

OE(E,F): E>u—0p € F.

|
Remarque 4.1.18. Comme on peut le voir dans la preuve de ce résultat, ainsi que
dans 1'Exercice 3.1, le fait que L£(FE,F) soit un espace vectoriel ne découle que du

fait que F' est un espace vectoriel : on n’a en réalité pas besoin que F soit un espace
vectoriel.

4.2 Exemples d’applications linéaires

4.2.1 Quelques exemples pour commencer

On peut déja citer deux exemples d’applications linéaires que 'on a déja croisés. La
premiére est la fonction nulle :

fo! F—F
u = OF.
La seconde est l'identité :
Idg: F > F
U U.

Citons également un exemple concret. L’application

f:R,[X] — R

n
2 : k

apX |—>(a0,a1,...,an),
k=0

pour un certain n € N, est dans £(R,,[X],R"T1).
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Un autre exemple, peut-étre un peu plus exotique. L’application
f: F(R;R) —» R?
g9 (9(0),9(1),9(0) + 9(1))
est dans £(F(R;R),R3).
Remarque 4.2.1. Attention, on ne peut pas faire n’importe quoi non plus : I'appli-
cation F(R;R) 3 g — ¢(0)? n’est pas linéaire.
A partir d’une application linéaire, on peut en créer de « nouvelles » en considérant sa
restriction & un sous-espace vectoriel.

Définition 4.2.2. Soit f: E — F. Soit G C E. On appelle restriction de f a G, et
on note f o I’application
f PE G—F

Proposition 4.2.3. Soit G un sous-espace vectoriel de E. Soit f € L(E, F). Alors
fla € L(G,F).

Démonstration. Soient (u,v) € G x G et (A\,u) € R x R. Comme G est un espace
vectoriel, A -u + p-v € G, et ainsi :

FlgO-utmv) = FO -t o) = A flu) + - f0) = A- fl () + - ).

4.2.2 Homothéties
Définition 4.2.4. Soit A € R fixé. On appelle homothétie de rapport A I'application

:EF— F
I € L(E).
U AU

Proposition 4.2.5. Soit A € R*. Alors ’homothétie f) de rapport A est un automor-
phisme, de réciproque f, L= /» homothétie de rapport %

Démonstration. Soit v € E. Alors :

i o fa(uw) = fin(fa(w) = fia(A-u) = % (N u) = <i)\) u=1-u=u.
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4.2.3 Projecteurs

Définition 4.2.6. On appelle projecteur (ou projection) de E tout endomorphisme p
de FE vérifiant :

pop=p.

Exemple 4.2.7. L’application
R? - R?
(z,y) = (2,0)

est un projecteur.

Exemple 4.2.8. Soit N € N fixé. L’application

R[X] — R[X]
deg(P) P, si deg(P) < N, min(deg(P),N)
P= Xk N = x*
Z ak S arXF, sinon Z ak
k=0 = k=0

est un projecteur.

Proposition 4.2.9. Soit p € L(F). Alors p est un projecteur si et seulement si :

Vo € Im(p), p(v) =wv.

Démonstration. Dans un sens, supposons que p est un projecteur. Soit v € Im(p).
Alors il existe u € E tel que p(u) = v. Ainsi :

p(v) = p(p(u)) = pop(u) =p(u) = v,

car pop =p.

Réciproquement, supposons que :
Vo € Im(p), p(v) =wv.
Soit w € E. On note v = p(u). Alors :
pop(u) =p(p(u)) = p(v) = v = p(u),

car v € Im(p). Ainsi, pop = p. |
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Proposition 4.2.10. Soit p € L(FE). Si p est un projecteur, alors :

E = ker(p) & Im(p).

Démonstration. Somme directe. Soit u € ker(p) N Im(p). Comme u € ker(p), p(u) =
0g. D’autre part, u € Im(p) donc, par ce qui précede :

u=p(u) =0g,

donc ker(p) NIm(p) = {0g}.

Montrons que E = ker(p) + Im(p). Soit u € E.
Si le résultat est vrai, on doit trouver (ug,ur) € ker(p) x Im(p) tel que u = ux + u;.
On aurait alors :

p(u) = p(ug +ur) = plug) + plur) = 0p + ur = ug,

ce qui nous donne :
ur =p(u) et ug =u—ur=u—plu).

Or, on peut toujours écrire :
w =1~ pu) + plu).
Par définition, p(u) € Im(p). Par ailleurs :
p(u—p(u)) = p(u) —pop(u) = p(u) — p(u) = O,

donc u — p(u) € ker(p), et on obtient ainsi le résultat. [ |

Remarque 4.2.11. Attention, la réciproque est fausse : si f € L(E) est tel que
E = ker(f) @ Im(f), cela n’implique pas forcément que f est un projecteur. Pour s’en
convaincre, on peut considérer le contre-exemple

f:R? - R?
(a,b) = (2a,0)

dont on peut calculer :

ker(f) = vect({(1,0)}) et Im(f) = vect({(0,1)})

qui vérifient bien R? = ker(f) @ Im(f). Cependant :

V(a,b) €R?, fo f((a,b)) =2 f((a,0)) # f((a,b)),

donc f # f o f et ainsi f n’est pas un projecteur.
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Démonstration.

(iif)

(ii) I
(iii) ker(p) =G,
)

(iv) p est un projecteur.

Soit
p: B —FE
Up +ug — up.
Alors :
(i) p€ L(E);

m(p) = F';

v =vfF + vg. Alors :

AMut+p-v=Aup+p-vp)+ A ug+p-vg).

eFr e
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Proposition 4.2.12. Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de E tels que £ = F®
G. Pour tout u € E, on note (up, ug) 'unique couple dans F' x G tel que u = up +ug.

(i) Soient (u,v) € E x E et (A, u) € R x R. On écrit u = up + ug et

Comme la somme F' 4G est directe, on a trouvé 'unique décomposition de \-u+ p-v.

Donc :
pA-u4p-v) =X-up +p-vp = X-p(u) + p-pv),
et ainsi p € L(E).

Par définition de p, Im(p) C F. Réciproquement, soit up € F. On peut toujours

écrire :
up = ur + O,
~— =~
er eq

donc p(up) = up et ainsi up € Im(p). Ainsi, F' C Im(p), d’ou 'égalite.

Soit ug € G. On peut alors écrire

ug = 0 + ug,
NN
c€F cG

donc p(ug) = 0 et ainsi ug € ker(p). Donc G C ker(p).
Soit u € ker(p). On écrit v = up + ug. Comme u € ker(p), on a :
0 = p(u) = up.

Ainsi, u = 0g + ug = ug € G, donc ker(p) C G, d’ou I'égalité.

Soit v € Im(p). Par ce qui préceéde, v € F' et p(v) = v. On peut donc appliquer la

Proposition 4.2.9 et conclure.
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Définition 4.2.13. L’application définie dans la Proposition 4.2.12 est appelée pro-
jection de E sur F' parallélement & G.

Pour se convaincre de la pertinence de cette dénomination, rien ne vaut un petit dessin.
En considérant E := R? et F et G deux droites vectorielles (différentes), on obtient la
Figure 4.1.

/*u:up—i-uG

4

up = p(u) F

FIGURE 4.1 — Exemple dans le plan d’'une projection sur une droite parallélement & une
autre : pour projeter u sur F', on « suit » un chemin paralléle & la droite G.

Corollaire 4.2.14. Soit p € L(E). Alors p est un projecteur si et seulement si p est
la projection sur Im(p) parallelement a ker(p).

Démonstration. Dans un premier temps, si p est la projection sur Im(p) parallélement
a ker(p), alors p est un projecteur par la Proposition 4.2.12.

Réciproquement, supposons que p est un projecteur. Alors, par la Proposition 4.2.10,
on sait que E = ker(p) @ Im(p). Pour w € E, on peut donc écrire v = ug + uy avec
(ug,ur) € ker(p) x Im(p). Ainsi :

p(u) = p(uk +ur) = p(ur) + p(ug) = p(ur) + 0p = p(ur) = us
car ug € ker(p) et ur € Im(p) (on invoque ici la Proposition 4.2.9). Autrement dit :
P UK + Uy — uj.
[ |

Dans la Proposition 4.2.12; on a écrit £ = F' ® G et on a choisi de projeter sur F. Il
est bien sir tout a fait possible de projeter sur G : au lieu de définir p: up + ug — up, on
peut définir une projection ¢: up + ug — ug avec exactement les mémes propriétés (F et
G ont des roles complétement symétriques dans ce cas). Le point intéressant est que 'on
peut relier ces deux projecteurs :

Vu=ur+ug € E, qu)=ug=u—ur=(dg—p)(u).

Il s’agit en réalité d’une propriété inhérente aux projecteurs, comme l'indique le résultat
suivant.
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Proposition 4.2.15. Soit p € L(FE). Alors p est un projecteur si et seulement si
q = Idg —p est un projecteur.

Démonstration. Supposons que p est un projecteur. Pour tout u € E :
q(p(u)) = (Idg —p)(p(u)) = p(u) — p(p(u)) = p(u) — p(u) = Op
car pop = p. Ainsi :
qoq(u) = q(q(u)) = q((Idp —p)(u)) = q(u — p(u)) = q(u) — q(p(u)) = q(u) — 0p = q(u),

d'otigoqg=gq.

Réciproquement, supposons que g est un projecteur. Comme p = Idg —¢, c’est un
projecteur par ce qui précéde. |

Corollaire 4.2.16. Soit p € L(F) un projecteur. Alors :

Im(p) = ker(Idg —p) et ker(p) = Im(Idg —p).

Démonstration. Soit v € E. Alors :

u € Im(p) <= plu) =u <= u—p(u) =0g
<= (Idg —p)(u) =0 <= u € ker(Idg —p).

De méme, comme g = Idg —p est un projecteur :

u € Im(Idg —p) = Im(q) <= u € ker(Idg —q) = ker(p).

4.2.4 Symétries
Définition 4.2.17. On dit que s € L(E) est une symétrie si :
sos=1dg.

‘ Exemple 4.2.18. L’application x — —x est une symeétrie.

Proposition 4.2.19. (i) Soit s € £(E) une symétrie. Alors p := (s + Idg) est un
projecteur.

(ii) Soit p € L(F) un projecteur. Alors s := 2p — Idg est une symétrie.
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Démonstration. (i)

1 1
pop= 5(3+IdE)o§(s+IdE)

1

= 1(80s—i—soIdE—l—IdEos—l—IdEoIdE)
1

= E(IdE +s+s+1dg)

1

sos=(2p—1Idg)o (2p—1dg)
=4dpop—2poldg —2Idgop+Idgoldg
=4p—2p—2p+1dg
=1dg.

Corollaire 4.2.20. Soit s € L(F) une symétrie. Alors :

E =ker(s +1dg) @ ker(s — Idg).

Démonstration. Soit p := %(s +Idg). Alors p est un projecteur, donc :

E = ker(p) & Im(p)
= ker(p) @ ker(Idg —p)

1 1
= ker <2(s + IdE)> @ ker <2(s — IdE)>
= ker(s + Idg) @ ker(s — Idg).
|

Proposition 4.2.21. Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de E tels que £ = F®
G. Pour tout u € E, on note (up, ug) 'unique couple dans F' x G tel que u = up +ug-.

On pose
s:EF— F

Up +ug — up —uQg.
Alors :
(i) s € L(E);

(ii) s est une symétrie;
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‘ (iii) ker(s —Idg) = F et ker(s + Idg) = G.

Démonstration. (i) Soient (u,v) € E X E et (A, u) € R xR. On écrit u = upr + ug et

(iii)

v = vp + vg. Alors :

Arutp-v=QAup+p-vp)+ (A ug+p-vg),
eFr eG

d’our :
sAutp-v)=Nup+p-vp)— (A ug+p-vg)

A (up —ug) + p- (vF — vg)
A-s(u) + p-s(v).

Soit u = up + ug € E. Alors

s(u) =up —ug = up +(—ug),
NN N
er eq

donc :
s(s(u)) =up — (—ug) = up + ug = u,
et ainsi so s = Idg.
Soit u € F'. Alors
u=_u + O,

~N ~~

eFr cG
donc s(u) = u — 0g, d’ott s(u) —u = O, ou encore (s — Idg)(u) = Og, c’est-a-dire
u € ker(s — Idg).
Soit u € ker(s — Idg). Alors (s — Idg)(u) = Op. Ecrivons u = up + ug. Alors
s(u) = up — ug, d’ou :

Op = (s —Idg)(u) = s(u) —u =up —ug —ur —ug = —2 - ug.

Donc ug = O et ainsi u = up € F.
Soit v € G. Alors

u= 0g +_u ,
~— =~
cF eG
donc s(u) =0 —u = —u, donc s(u) +u = O, ou encore (s + Idg)(u) = 0p.

Soit u € ker(s 4+ Idg). Alors (s 4+ Idg)(u) = Og. On écrit u = up + ug, donc
s(u) = up — ug. Ainsi :

Op = (s+1dg)(u) = s(u) +u =up —ug + urp + ug =2 - up.

Donc ugp = Og et ainsi u = ug € G.
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Définition 4.2.22. L’application définie dans la Proposition 4.2.21 est appelée symé-
trie par rapport a F' parallélement & G.

La encore, on peut se convaincre de la pertinence de cette dénomination avec un petit
dessin dans le plan : on pourra pour cela se référer a la Figure 4.2.

_UG

up — ug = s(u)

FIGURE 4.2 — Exemple dans le plan d’une symétrie par rapport & une droite parallélement
a une autre : on cherche le symétrique d’un point en suivant une droite paralléle & G.

Corollaire 4.2.23. Soit s € L(F) une symétrie. Alors s est la symétrie par rapport a
ker(s — Idg) parallélement a ker(s + Idg).

Démonstration. Soit v € E. On a montré dans le Corollaire 4.2.20 que F = ker(s —
Idg) @ ker(s+1dg), donc on trouve un unique couple (uy,ug) € ker(s —Idg) x ker(s+1dg)
tel que u = u1 + uo. Ainsi :

s(u) = s(u1) + s(u2).

Or, u; € ker(s — Idg), donc s(u1) = u1, et ug € ker(s + Idg), donc s(ug) = —ug. Ainsi :

S:up + ug — up — ug.

4.3 Application linéaire en dimension finie

Dans cette section, on suppose que E est de dimension finie. On note N := dim(E) et
on se donne une base B := (ey,...,eyN) de E.

4.3.1 Applications coordonnées

Théoréme 4.3.1. Pour tout 7 € [1, N], il existe une unique forme linéaire ¢; € L(E,R)
telle que :
Vj e [[LN]]v Ci(ej)zdij'
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Démonstration. On définit ’application

U:RY > E
N

(z1,...,2N) Hij-ej.
j=1

Linéarité de ¥. Soient (z1,...,2x5) € RY, (y1,...,yn) € RY et A € R. Alors :

U (x1,...,2N8) + (y1,.- ., yn)) = V((Az1 +y1,. .., Az +yn))

I
.MZ

(Azj + ;) - €;
1

N N
=A D me |+ yie
=1 =1

=X-U((x1,...,28) + U((y1,- .., un)),

<
Il

donc ¥ est linéaire.
Surjectivité de U. Soit u € E. On trouve (Aq,...,A\y) € RN tel que :

N

uw=> XA-ej=U((A1,...,Ax)).
j=1

Injectivité de V. Soit (z1,...,znN) € ker(¥). Autrement dit :

N
O = ¥Y((z1,...,2Nn)) = ij - €j.
j=1

Or, B est une base donc, en particulier, c’est une famille libre. Ainsi :
Vje[l,N], =z;=0,
ce qui montre que ker(¥) = {Og~ }, donc ¥ est injective.
Soit 7 € [1, N]. On définit Papplication
¢i: RY - R
(T1,...,ZN) — x;.

Linéarité de ¢;. Soient (z1,...,zx5) € RN, (y1,...,yn) € RN et A € R. Alors :

¢i(A - (1, 2N) + (Y1, - yN)) = di(Az1 + 1, -, Aoy +yn))
= A\z; +¥;
= Xoi((x1,. .., 2N)) + di((y1,- -, un)),

116
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ce qui montre que ¢; est linéaire.
Existence de ¢;. On définit alors :

¢i= ;0 UL,

Comme ¥ est un isomorphisme, ¥~ est bien définie et est linéaire (voir Proposition 4.1.16).
Comme ¢; est linéaire, on en déduit que ¢; est également linéaire (voir Proposition 4.1.15).
On a donc bien ¢; € L(E,R). Soit maintenant j € [1, N]. On note u; € RY le vecteur dont
toutes les composantes sont nulles, sauf la j-éme qui est fixée & 1 :

wj =(0,...,0,_1 ,0,...,0).
J
Ainsi, ¥(u;) = e;, donc U~1(e;) = u; et on obtient ¢;(ej) = d;;.
Unicité de ¢;. Soit ¢; € L(E,R) une forme linéaire telle que :

Vj e [1,N], ci(e;) = dij.
On note d; :=¢; — ¢ € L(E,R). Alors :
Vi€ [1,N], di(e;) =ci(ej) — Ci(ej) = dij — dij = 0.

Pour tout u € E, on trouve (A1,...,An) € RN tel que

N
u = E )\j '6]'.
Jj=1

Par linéarité de d;, on obtient alors :

N N
di(w)=d; [ > Xje; | =D Ndi(ej) =0.
j=1 J=1
Ainsi, d; est identiquement nulle, donc é; = ¢;. |

Définition 4.3.2. Les formes linéaires ¢; définies dans le Théoréme 4.3.1 sont appelées
applications coordonnées dans la base B.

La pertinence de cette dénomination se remarque en considérant u € E quelconque.

En écrivant
N
u = E /\j . ej,
Jj=1

on trouve, par linéarité :

ci(u) = \;.
Autrement dit, on peut utiliser les applications coordonnées pour décomposer n’importe
quel vecteur sans avoir & introduire ses coefficients :

N
Vue E, u=Y ciu)-e.
i=1
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Remarque 4.3.3. Pour tout i € [1, N], ¢; est une forme linéaire non identiquement
nulle (car ¢;(e;) = 1). On en déduit qu’elle est surjective, ce qui peut aussi se remarquer
directement :

VA eR, Ci()\ . 6i> = A

En revanche, ¢; n’est pas injective dés que N > 2. En effet, pour un certain j €

[1, NTA {i} -

ci(ei) =1= Ci(ei + ej)

car ¢i(ej) = 0, et pourtant e; # e; + e;.

4.3.2 Le théoréme du rang
Proposition 4.3.4. Soit f € L(E, F). Alors :

Im(f) = vect((f(ei))ieq,n)-

En particulier, Im(f) est de dimension finie et dim(Im(f)) < V.

Démonstration. Soit v € Im(f). Alors il existe u € F tel que f(u) = v, ce qui s’écrit
également :

N
v—f(“)—f( Cz'(U)'ez) = ci(u) - fled)
i=1 =1

On a donc montré Im(f) C vect((f(e:))ie[i,n]). Réciproquement, il est immédiat de mon-
trer que tout élément de vect((f(e:))ieq1,n]) est dans Im(f), d’ott I'égalité. [

Définition 4.3.5. Soit f € L(E, F'). On appelle rang de f, noté rang(f), la dimension
de I'image de f :
rang(f) = dim(Im(f)).

Théoréme 4.3.6. Soit F := (vy,...,vy) une famille de vecteurs de F'. Alors :

dif e E(E, F)/VZ S [[1,N]],f(e,) = ;.

Démonstration. Unicité. Soit (f1, f2) € L(E, F)? tel que :
Vi€ [1L,N], fi(e) = fales) = vs
Soit f = f1 — fo € L(E,F). Alors :

Vie [1,N], f(e:) = filei) — falei) = vi —vi = Op.
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On obtient :

N
VueE, f(u)=f (ch(u) . ei> = Zcz(u) < fle) = ch(u) -0F = 0p,
i=1 ;

donc f = 0g(g, ) est ainsi f; = fa.

Existence. On définit 'application :

fiE—=>F
N
U ch(u) - vj.
j=1

Comme les applications coordonnées sont linéaires, f est linéaire. De plus :

N
Vi € [[1,N]], f(ez) = cj(ei) CVj = Vj.
j=1

entiérement f.

dimension finie et dim(E) = dim(F).
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Corollaire 4.3.7. Soit f € L(E,F). Alors la famille (f(e1),..., f(en)) caractérise

Proposition 4.3.8. Soit f € L(E,F). Si f est un isomorphisme, alors F' est de

Démonstration. Comme f est un isomorphisme, en particulier, f est surjective et F' =
Im(f) est de dimension finie par la Proposition 4.3.4, avec de plus dim(F) < N. Par la
Proposition 4.1.16, on sait par ailleurs que f~! € L(F, E). Comme on vient de montrer
que F est de dimension finie, on peut appliquer la Proposition 4.3.4 & f~1 pour en déduire
que Im(f~1) est de dimension finie, avec dim(Im(f~1)) < dim(F). Or, f~! étant bijective,

elle est en particulier surjective, donc Im(f~!) = E, ce qui termine la preuve.

Théoréme 4.3.9 (du rang). Soit f € L(E, F). Alors :

dim(ker(f)) + rang(f) = dim(FE).

Démonstration. Soit H un supplémentaire de ker(f) dans E : ker(f) & H = E, d’ou

dim(ker(f)) + dim(H) = dim(E).

Soit £: H — Im(f) la restriction de f a H. Par la Proposition 4.2.3, on sait que ¢ €

L(H,Im(f)). Montrons qu’il s’agit d’un isomorphisme.
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Soit w € Im(f). Alors il existe u € E tel que f(u) = w. Comme ker(f) & H = E, on
trouve (ug,ug) € ker(f) x H tel que u = up + ug. Ainsi :

w= f(u) = f(uo +un) = f(uwo) + f(un) = 0F + L(up) = l(up).

Donc ¢ est surjective. Soit maintenant v € ker(¢). Alors :

Ainsi, v € ker(f) N H = {0g}. Donc ker(¢) = {0g} et £ est injective.
On vient de montrer que ¢ est un isomorphisme entre H et Im(f). Ainsi, par la Pro-
position 4.3.8, dim(H) = dim(Im(f)) = rang(f), ce qui permet de conclure. |

Exercice 4.3

Solution page 124.

Soient E et F' deux R-espaces vectoriels de dimensions finies tels que dim(E) = 4 et
dim(F') = 3. Soit f € L(E, F). Montrer que f n’est pas injective.

Corollaire 4.3.10. Soit f € L(E, F). Alors :
(i) si f est injective, dim(E) < dim(F);
(ii) si f est surjective, dim(F') < dim(FE).

Démonstration. (i) Supposons f injective. Alors ker(f) = {0g}, donc dim(ker(f)) =0
et le Théoreme 4.3.9 donne :

dim(E) = rang(f) = dim(Im(f)) < dim(F)

car Im(f) est un sous-espace vectoriel de F.

(ii) Supposons f surjective. Alors Im(f) = F, donc dim(Im(f)) = dim(F) et le Théo-
reme 4.3.9 donne :

dim(F) = rang(f) = dim(F) — dim(ker(f)) < dim(FE).
>0

Corollaire 4.3.11. Supposons que dim(F) = dim(E). Soit f € L(E, F). Alors les
assertions suivantes sont équivalentes :

(i) f est bijective;
(ii) f est injective;

(iii) f est surjective.
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Démonstration. On part du Théoréeme 4.3.9 :
dim(ker(f)) 4+ rang(f) = dim(F) = dim(F).
Alors :
f injective <= dim(ker(f)) =0
<= rang(f) = dim(F)

< Im(f)=F par le Corollaire 3.4.16
<= f surjective.

Corollaire 4.3.12. Soit f € L(F). Alors

f est injective <= f est surjective.

Exercice 4.4

Solution page 124.

Soit F un R-espace vectoriel de dimension finie.
1. Montrer que toute symétrie de F est bijective.

2. Montrer que le seul projecteur bijectif de E est I'identité.

Corollaire 4.3.13. Supposons que F est de dimension finie. Soit f € L(E, F). Alors
f est bijective si et seulement si I'image d’une base de E par f est une base de F.

Démonstration. Supposons [ bijective. Alors, par la Proposition 4.3.8, dim(F) =
dim(E) = N. Par la Proposition 4.3.4, on sait que la famille (f(e1),..., f(en)) est géné-
ratrice de Im(f). Or, f est surjective, donc Im(f) = F. Ainsi, (f(e1),..., f(en)) est une
famille génératrice de F' contenant N = dim(F’) vecteurs, donc c’est une base de F'.

Réciproquement, supposons que B est telle que (f(e1),..., f(en)) est une base de
F. Comme cette derniére contient N vecteurs, on en déduit que dim(F) = N = dim(E).
Soit v € F. On utilise cette base :

N N
v=>3 X-fle)=f (ZM-%) € Im(f),
i=1 i=1
donc Im(f) = F, et ainsi f est surjective, donc bijective (par le Corollaire 4.3.11). [

Proposition 4.3.14. Supposons que F' est de dimension finie. Alors L(FE, F) est de
dimension finie et :

dim(£(B, F)) = dim(E) dim(F).
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Démonstration. Soit P := dim(F’) et soit (v1,...,vp) une base de F. Pour tout (i, k) €

[1, N] x [1, P], on définit f;, € L(E, F) par :
fik:3 EF—F

0 sig#1
ej+—>{ ’ ‘77&’ pour tout j € [1, N].
Vg, Sij =1,

Soit
F = (fik) (i, k)€1, N x[1,P]-

On peut déja remarquer que
card(F) = NP = dim(E) dim(F).

Soit f € L(E,F). Soit v € E. On commence par écrire :

On peut remarquer que :

N
(i, k) € [LN] X [LPL fulu) =Y ¢j(u) - firles) = cilu) - firler) = ci(u) - vy

Par ailleurs :

Pour tout i € [1, N], f(e;) € F, donc on trouve (A1, ..., \ip) € RF tel que :

P
fle) = ik - vg.
k=1

Ainsi :
P N P N P
Flw)=> )Y Ap-on =2 > X~ (ciw)-ve) =Y > A+ fn(w).
i=1 k=1 i=1 k=1 i=1 k=1
On en déduit :
N P
i=1 k=1

donc L(E, F) = vect(F).
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Soit (A11y...y APy ooy ANT, ..., ANP) € RNP tel que

ZZ)\zk fik =0z, F)-

En particulier, pour j € [1, N] :

P N P
OF—ZZ)\zk File)) =D dik - =Y Ak vk

fir(ej)
i=1 k=1 k=1 i=1 m k=1
Comme la famille (vy,...,vp) est libre, on en déduit :
Vje[l,N],VEe[1,P], Xji=0,
donc F est libre. [ |

4.4 Solutions des exercices

Solution de I’Exercice 4.1

Supposons que f est une application linéaire. Soient (u,v) € E X E et A € R.
Alors :

FA-ut+v)=f-ut+1-v)=X-f(u)+1-flv)=X-f(u)+ f(v).

Réciproquement, supposons cette nouvelle condition vraie. Soient (u,v) €
E x E et (\,pu) € R xR. Comme E est un espace vectoriel, ;1 - v € E, donc la condition
donnée implique :
FOvut e v) = A+ flu) + f(u-v).
On écrit alors :

f(p-v)=f(p-v+0g)=p- flv)+ f(0p).

On termine en remarquant que f(0g) = Op (la preuve est similaire a celle de la Proposi-
tion 4.1.4).

Solution de ’Exercice 4.2

Comme f n’est pas identiquement nulle, il existe u € E tel que f(u) # 0. Soit y € R.
On définit

1

=y— E.
Uy yf(u)u S
Ainsi : )

) =1 () = v S0 = v
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Solution de ’Exercice 4.3

On applique le Théoreme 4.3.9 :
dim(ker(f)) + rang(f) = dim(E),

donc :
dim(ker(f)) = dim(E) — rang(f).

Or, dim(FE) = 4. De plus :
rang(f) = dim(Im(f)) < dim(F') = 3,
d’ou :
dim(ker(f)) >4 -3 =1.
En particulier, il n’est pas possible d’avoir dim(ker(f)) = 0, donc ker(f) # {Og} et ainsi f
n’est pas injective.
Solution de I’Exercice 4.4

1. Soit s € L(F) une symétrie. Soit u € ker(s). Alors s(u) = 0. Comme de plus s est une
symétrie, on obtient :

u=sos(u)=s(s(u)) =s(0g) =0g,

donc ker(s) = {0g}. Ainsi, s est injective, et donc surjective par le Corollaire 4.3.12 car
E est de dimension finie.

2. Soit p € L(F) un projecteur bijectif. En particulier, p est surjectif : Im(p) = E. Soit
u € E =1Im(p). Alors (voir Proposition 4.2.10) p(u) = u, et ainsi :

Vue E, p(u)=u=Idg(u),

donc p = Idg.



Chapitre 5

Matrices

5.1 Définition

Définition 5.1.1. On appelle matrice un tableau rectangulaire de réels. La matrice est
dite de taille n X p si le tableau posséde n lignes et p colonnes. Les réels dans le tableau
sont appelés coefficients de la matrice. Pour une matrice A donnée, le coefficient situé
sur la ligne ¢ et la colonne j est noté A;; ou a;;. On a les représentations suivantes :

a1 a2 -+ alp
az1 Qg2 - agp
A= . . | = (@)i<i<n = (as).
P : 1<55<p
Gpl Ap2 -+ Gpp

On note M,, ,(R) 'ensemble des matrices de taille n x p & coefficients réels.

Exemple 5.1.2. On peut par exemple penser a

1 -1 3
A= (0 5 4> € Mz 3(R)

pour laquelle on a A1 =1, A13 = 3, A1 = 0, et ainsi de suite.

Remarque 5.1.3. Deux matrices sont égales si elles sont de méme taille et que tous
leurs coefficients sont égaux :

A=B << ((A,B) S Mn’p(R> X Mn,p(R) et V(l,j) S [[1,71,]] X [[l,p]],Aij = Bzg) .

Définition 5.1.4. Une matrice de taille n x p est dite :

— ligne si n =1 (on parle aussi de vecteur ligne) ;

— colonne si p =1 (on parle aussi de vecteur colonne).

125
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Définition 5.1.5. La matrice nulle est la matrice dont tous les coefficients sont nuls, et
est notée Oy, (), ou simplement 0 si le contexte ne laisse place a aucune ambiguité :

V(i j) € [Ln] x [L,p], (s, @), =0

Définition 5.1.6. Soit A € M,, ,(R). On appelle transposée de A, et on note AT la
matrice dans M, ,(R) définie par :

V(Z,]) € [[l,p]] X [[1,71]], (AT)U = A]z

Exemple 5.1.7. La matrice

2

I
[SIRRICIN
> N

admet pour transposée
1 35
T _
AT = <2 4 6>'

Proposition 5.1.8. Soit A € M, ,(R). Alors (AT)T = A.

Démonstration. Comme A € M, ,(R), AT € M,,(R), donc (AT)T € M, ,(R). De
plus :
V(Z,_]) € [[Ln]] X II]-ap]L ((AT)T)” = (AT)_]Z = AZ];
d’ot le résultat. n
Notation 5.1.9. — Soit (4, B) € M, ,(R) x M, 4(R). On note
C=(A B)
la concaténation (horizontale) de A et B. Autrement dit, C € M, ,14(R) et :

. . A"’ Sl . Sp’
(i, j) € [L,n] x [Lp+4], Cij=1"." -
Bij_p, sij>np.

— Soit (A, B) € My, ,(R) x M, ,(R). On note

A
“=(5)
la concaténation (verticale) de A et B. Autrement dit, C' € My ,(R) et :

Aij, si e < n,

V(i,j)e[[l,n—i—m]]X[[l,p]], ng—{B . Sii>n
i—n,j» .
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Dit de maniére un peu moins formelle, concaténer des matrices consiste tout simplement
a « coller » bout a bout des matrices de tailles compatibles.

Exemple 5.1.10. Soient

1 2 7
A=13 4 et B:=|{8
5 6 9
Alors
1 2 7
(A B)y=1(3 4 8
5 6 9

Exemple 5.1.11. Soit A € M, ,(R). On note C1, ..., Cp les colonnes de A, c’est-a-
dire :
Vj € Hl,p]], Cj S Mn’l(R) et Vi € [[1,n]], (Cj)ﬂ = Az’j-

On peut ainsi noter :

A=(Cr---Cy).

De méme, on note Ly, ..., L, les lignes de A :
Vi € [[1,71]], L; € MLP(R) et Vj € [[1,])]], (Li)lj = A”

On note alors :

Ly
A= :
Ly,

5.2 Structure d’espace vectoriel

Définition 5.2.1. Soient A et B deux matrices de taille n X p et A € R. On définit
A+ B e M, ,(R) par :

ainsi que AA € M,, ,(R) par :

V(i,j) € [Ln] x [1,p],  (AA)ij = Ay
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On peut représenter ces opérations simplement :

a1 +bir - ap +biy Aair e Aagp
A+B= : : ot AA=

an1 + bnl T a/np + bnp )\anl s Aanp

Définition 5.2.2. On appelle matrice élémentaire de taille n x p d’indices (k,¢) €
[1,n] x [1,p] la matrice Exy € M,, ,(R) définie par :

1, sii=ketj=1/¢

?
. = 0ik0je¢-
0, sinon

V(Z,j) € [[].,Tl]] X H]-?p]]v (Eké)m = {
Exemple 5.2.3. Les matrices élémentaires de My 3(RR) sont :
1 00 010 0 01
E”‘(o 0 0)’ E12_<0 0 0)’ E13_<0 0 0)

000 000 000
E21_<1 0 o)’ E22_<0 1 o)’ E23_(0 0 1)'

Proposition 5.2.4. Muni de ces deux opérations, M, ,(R) est un R-espace vectoriel
de dimension finie, et on a dim(M,, ,(R)) = np.

Démonstration. Le fait que M, ,(R) est un R-espace vectoriel se démontre de la méme
fagon que R™. Intéressons-nous & sa dimension. La famille

{Ekf ) (k7€) S [[1,??,]] X [[Lp]]}
est génératrice de M,, ,(R). En effet :
nop
VA = (aij)1<i<n € Map(R), A=Y ayEi.

1<j<p i=1 j=1

Ainsi, M, ,(R) est de dimension finie. Soient A11, A12, ..., Ayp des réels tels que :
nop
22 NijBij = Oaty,®)-
i=1 j=1
Par définition des opérations sur les matrices, on obtient alors directement :
V(Z7j) € [[1,71,]] X [[Lp]]a )‘Z] - 07

donc la famille des matrices élémentaires est également libre : il s’agit donc d'une base. W
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Proposition 5.2.5. L’application
My p(R) = My, (R)
A AT

est un isomorphisme.

Démonstration. Linéarité. Soit (A4, B) € My, , x M, ,(R). Alors A+ B € M,, ,(R) et
ainsi (A + B)T € M, »(R) avec :

dou (A+ B)' = AT + BT,
Soient A € My, ,(R) et X € R. Alors A € M,, ,(R) donc (AA)T € M, »,(R) avec :

V(i,5) € [Lp] x [La], (A7), = (AA)j = A = AAT)y,

dou (A\A)T = 2AT.
Bijectivité. Soit A € M,, ,(R) telle que AT = 0. Alors :

V(i,j) € [L,n] x [1,p], Ay =(AT); =0,

donc A = 0 et ainsi I'application transposée est injective. Comme dim(M,, ,(R)) =
dim(M,, »(R)), on en déduit qu’elle est bijective (par le Corollaire 4.3.11). [ ]

5.3 Produit matriciel

Définition 5.3.1. Soient A € M, ,(R) et B € M, ,(R). On appelle produit (matri-
ciel) de A et B, noté AB, la matrice C' € M,, ,(R) définie par :

p
V(Zvj) S [[1777’]] X [[LQ]]> Cij = ZAszkj
k=1

Exemple 5.3.2. Soient

Alors :
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‘ Remarque 5.3.3. Dans cet exemple, le produit BA n’est pas défini.

Proposition 5.3.4. Le produit matriciel satisfait les propriétés suivantes.
(i) Y(A,B,C) € My ,(R) x M, 4(R) x My ,(R), (AB)C = A(BC).
(ii) V(A, B,C,D) € My, ,(R) x M, 4(R) x M, 4(R) x M, ,(R),

A(B+C)=AB+ AC et (B+C)D=BD +CD.
(ili) YA € M, 5(R), O (®)A = O, () €6 AOpq,  (®) = Opd, o (R)-
(iv) Y(A4, B) € My p(R) x My, ,(R),YA € R, (MA)B = A(\B).

Démonstration. (i) Soit (4, B,C) € My, ,(R) x M, ¢(R) x M -(R). Pour tout (i, j) €

[1,n] > [1,r] :
q g [P g p
((AB)C)ij = > (AB)iCrj =Y (Z Az’lBlk> Cri =Y > (AuBu)Ch;
k=1 k=1 \i=1 k=1 1=1
q p p q p q
=3 > Au(BuCrj) = > Au(BuCrj) = > Au Y (BuCr;)
k=1 1=1 I=1 k=1 =1 k=1
p
ZAzl (BC))
=1
(ii) Soit (A, B,C) € My, p(R) x M, 4(R) x Mp,4(R). Pour tout (i, j) € [1,n] x [1,4] :
p p
(A(B+ Q) = Z Ae(B+ C)ij = > Aw(Bij + Cij) = > _ (A Brj + AirChj)
k=1 k=1 k=1

p
= ZAszkj + ZAZka] = (AB)Z] + (AC)Z] = (AB + AC)ZJ

L’autre égalité se traite de la méme maniére.
(iii) Soit A € My, ,(R). Pour tout (i,7) € [1,m] x [1,p] :

(Oan lJ—ZO Apj =0,

et il en va de méme dans 'autre sens.

(iv) Soient (4, B) € Myn,p(R) x M, 4(R) et A € R. Pour tout (i, j) € [1,n] x [1,4] :

p p p
Z )\A ZkBk] Z AAzk Bk‘j ZA'Lk )\Bk]
k=1 k=1 k=1
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Remarque 5.3.5. Le produit matriciel n’est ni commutatif, ni intégre.

Approfondissons un peu cette derniére remarque. Affirmer que le produit matriciel
n’est pas commutatif signifie que, pour deux matrices A et B, on n’a pas nécessairement
AB = BA, et ce méme quand les deux produits sont bien définis. Pour que les deux
produits soient définis, il est nécessaire que leurs tailles soient compatibles des deux points
de vue : si A est de taille n x p, alors B doit étre de taille p x n. Or, avec ce choix,
AB € M, »,(R) tandis que BA € M, ,(R) : il ne peut donc y avoir égalité que dans le cas
ol n = p. Mais cela ne signifie pas pour autant que le produit matriciel dans M,, ,,(R) est
commutatif (en d’autres termes, considérer des matrices dans cet espace est une condition
nécessaire, mais pas suffisante). Par exemple :

. RN
O N O R )

Affirmer que le produit matriciel n’est pas intégre signifie que, pour deux matrices A

et B, avoir AB = 0 n’implique pas A = 0 ou B = 0. Par exemple :

1 -1 1 2
A = (_1 1 ) 7& 0M272(R) et B = <1 2> 75 OMQ,Q(R)

1 -1\ /1 2\ _ (0 0
AB = (—1 1 ) <1 2> - (0 0) = OrMaa(®):

Une autre fagon de le dire est que, pour trois matrices A, B et C, avoir AB = AC n’implique
pas B = C. Par exemple :

1 -1 2 1 1 -1
A._<_1 1), B._<4 3) ot c._<3 1)

donne :
1 -1\ /2 1 —2 9 1 -1\ /1 -1
AB_(—I 1><4 3)‘<2 2)6“10_(—1 1><3 1>

donc AB = AC, alors que B # C.

donne :

I
/\l
)
|
)
~

‘ Définition 5.3.6. On appelle matrice identité de taille n € N*, notée I,,, la matrice
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de M, (R) dont les coefficients sont définis par :
. 9 1, sii=y,
V(ZJ) € [[1,%]] ) (In)ij = .. .= 513
0, sii#j
Schématiquement, on obtient :
1 0 0
I, = 0
0
0 0 1
Proposition 5.3.7. Soit A € M,, ,(R). Alors :
I,A=A=AI,.

Démonstration. Soit (i,7) € [1,n] x [1,p]. Alors :

(I,A); = Z(In)z‘kAkj = Z&'kAkj = Ajj,
k=1 k=1

et

(Alp)ij = ZAik(Ip)kj = ZAik5kj = Ajj.
k=1 k=1

Proposition 5.3.8. Soient A € M,, ,(R) et B € M, ,(R). Alors :

(AB)T = BT AT,

Démonstration. Comme A € M, ,(R) et B € M, (R), AB € M, 4R) et ainsi
(AB)T € M, n(R). De plus, BT € M, ,(R) et AT € M,,(R) donc BTAT € M ,(R).
Pour tout (i,7) € [1,¢] x [1,n] :

(AB))ij = (AB)ji =Y ApBri = Y (AT (BT )
k=1 k=1

= Z(BT)ik(AT>kj = (BTAT);;.
=1
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Exercice 5.1
Solution page 158.

Soit A € My, »(R).

1. On considére

a. Calculer

b. Calculer
(1 04, (0 1)A

2. Soit j € [1,p]. On considére la matrice élémentaire Ej; € M) 1(R). Montrer que
AEj; € My 1(R) est la j-éme colonne de A, c’est-a-dire :

Vie[1,n], (AEj1)n = Aj.

3. Soit ¢ € [1,n]. On considére la matrice élémentaire Ey; € M ,(R). Montrer que
E1;A € M p(R) est la i-éme ligne de A, c’est-a-dire :

Viel,p], (EuA)y = Ay
4. Soit B € M,, ,(R). Déduire de ce qui précéde que :

A=B < Vje[l,p], AEj =BEj
— Vi€ [[1,71]], E;A= FEq;B.

5.4 Matrices carrées

On a défini les matrices comme étant des tableaux de nombres, ce qui permet une
représentation rectangulaire. En géométrie, on peut s’intéresser & un cas particulier des
rectangles : dans le cas ou tous les cotés sont de méme longueur, on parle de carrés. On
peut bien sir faire la méme chose avec les matrices.

Définition 5.4.1. On dit qu'une matrice de taille n X p est carrée si n = p. On note
My (R) = M,, »(R) Pensemble des matrices carrées de taille n x n & coefficients réels.
Pour une matrice A € M,,(R), on appelle coefficients diagonaux de A les coefficients
A;; pour i € [1,n].

On peut d’ores-et-déja établir un premier résultat autour de ces matrices, qui n’est
finalement qu’une conséquence directe de la définition.
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Proposition 5.4.2. Dans M, (R), le produit matriciel est une opération interne :

V(A,B) € M,(R) x M,(R), AB € My,(R) et BA € M,(R).

Démonstration. C’est une conséquence directe de la Définition 5.3.1. |
5.4.1 Symeétries

Proposition 5.4.3. L’application transposée est une symétrie de M,,(R).

Démonstration. Si A € M, (R), AT € M,(R), donc I'application transposée est bien
une fonction M,,(R) — M, (R). On a montré dans la Proposition 5.2.5 qu’elle est linéaire,
donc il s’agit bien d’'un endomorphisme de M, (R). Enfin, la Proposition 5.1.8 implique
que composer la transposée avec elle-méme donne 'identité, ce qui est la définition d’une
symétrie. |

Définition 5.4.4. Soit A € M, (R). On dit que A est :
— symétrique si AT = A,

— antisymétrique si AT = —A.

Exemple 5.4.5. La matrice

(> 3)

est symétrique, tandis que la matrice

est antisymétrique.

Exercice 5.2

Solution page 158.

Soit A € M, (R). Supposons que A est antisymétrique. Montrer que les coefficients
diagonaux de A sont tous nuls.

Proposition 5.4.6. Soient
S={AecM,R); A=AT} et A={AecM,(R); AT = —A}.
Alors :

(i) S et A sont des sous-espaces vectoriels de M, (R);
(ii)) S®& A= My(R).
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Démonstration. On note

s: Mp(R) = M, (R)
A AT,

On a montré dans la Proposition 5.4.3 que s est une symétrie. On remarque que § =
ker(s —Id g, (r)), donc S est un sous-espace vectoriel de My, (R). De méme, A est un sous-
espace vectoriel de M, (R) car § = ker(s+Id rz, (r))- On applique alors le Corollaire 4.2.20 :

My (R) = ker(s — Id pq,, (r)) © ker(s + Idpy, r)) = S © A.

5.4.2 Trace

Définition 5.4.7. On appelle trace d'une matrice A € M,,(R), notée tr(A), la somme
de ses coefficients diagonaux :

tr(A) == Z A
k=1

Proposition 5.4.8. L’application trace

tr: Mp(R) = R
A tr(A)

est une forme linéaire.

Démonstration. Soient (4, B) € M,(R) x M,(R) et A € R. Alors :

tr(AA+ B) =Y (A + B)gr = > _(Agx + Big)
k=1 k=1

= )\ZAkk + ZBkk = )\'EI"(A) +t1“(B).
k=1 k=1
|

Proposition 5.4.9. Soient A € M, ,(R) et B € M,, ,(R). Alors :

tr(AB) = tr(BA).
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Démonstration. On effectue tout simplement le calcul :

n p n
tr(AB) = ) (AB)y = ZZAlel ZZ ki Bik
k=1 k=1 1=1 I=1 k=1
P n
Z ZBlkAkl Z(BA) 1= tr(BA)
=1k =1

5.4.3 Matrices triangulaires

Définition 5.4.10. Soit A € M, (R). On dit que A est :

— triangulaire supérieure si :
Vi > 7, Aij =0,

— triangulaire inférieure si :

Vi < 4, Aij =0,

— diagonale si :

Schématiquement, on obtient les représentations suivantes :

ke e %k * 0 .- 0 * 0 0

0o . : R 0 . .
Atri sup — . . 7Atri inf — . ;Adiag = . )

Do T : P\

o --- 0 * K e e % o --- 0 *

ol * désigne un coefficient non nécessairement nul.

Remarque 5.4.11. Soit A € M, (R). En jouant avec la définition, on montre assez
facilement que :

A est diagonale <= AT est diagonale

ainsi que :
A est triangulaire supérieure <= AT est triangulaire inférieure.

Proposition 5.4.12. Les ensembles

{A e M,(R) ; A est triangulaire supérieure},
{A € M, (R) ; A est triangulaire inférieure},
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et
{4 € M,(R); A est diagonale}

sont des sous-espaces vectoriels de M, (R).

Démonstration. On remarque que 0 M., (R) Peut étre vue comme triangulaire inférieure,
triangulaire supérieure, et méme diagonale, donc la matrice nulle appartient a ces trois

ensembles.
Soient (A4, B) € My(R) x M,(R) et A € R. Alors, pour tout (i,5) € [1,n]* :

Supposons que A et B sont triangulaires supérieures. Pour 7 > j, A;; = B;; = 0, donc :
(M+B)jj=X-0+0=0,

et ainsi (AA 4+ B) est triangulaire supérieure. On procéde de la méme maniére pour les
autres ensembles. |

Exercice 5.3
Solution page 159.

Soient A et B deux matrices dans M, (R). On note C' := AB leur produit.

1. On suppose que A et B sont diagonales. Montrer que C' est une matrice diagonale
et que ses coefficients diagonaux sont les produits des coefficients diagonaux de A

et B:
Vi € [[1,n]], Cy = A;iBi;. (5.1)

2. On suppose que A et B sont triangulaires supérieures. Montrer que C' est triangu-
laire supérieure et que la propriété (5.1) est encore vraie.

3. Méme question pour des matrices triangulaires inférieures.

5.4.4 Puissances d’une matrice

Définition 5.4.13. Soit A € M, (R). On définit les puissances de A par récurrence.
En posant A? := I,,, on note :

Vk e N, AFM! .= AkQ.
On peut vérifier plutét facilement que :

Vk e N*, AF = AAA-.. A,
k foi
018
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ainsi que :

V(k,p) e Nx N, AP = AFAP,

ou encore :

V(k,p) e Nx N, (AF)P = A,

Définition 5.4.14. Soient A € M, (R) et P € R[X]. En écrivant

d
P = Z ap X",
k=0
on définit I’application du polynéme P & la matrice A par :

d
P(A) =) apAF € M, (R).
k=0

Exercice 5.4
Solution page 160.

Soit A € M, (R). Montrer que :

3P € RIX]\ {Orx]}/P(A) = Opq, (m)-

Définition 5.4.15. Soit A € M,,(R). On dit que A est nilpotente si :

3k € NJA* = 004, (w)-

Exemple 5.4.16. La matrice

A=

o O O
S O =
O = =

est nilpotente. En effet, on peut calculer :

00 1 00 0
A2=1(0 0 0 et A3=1(0 0 0
000 00 0

Intéressons-nous maintenant & une formule bien connue dans le monde des nombres
réels. On considére deux matrices A et B dans M,,(R). Calculons (A + B)? :

(A+ B)?=(A+ B)(A+ B)
= A(A+B)+ B(A+B)
= A’ + AB+ BA + B>,
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On a alors :

(A+B)? =A% +2AB+ B* <= A?’ + AB+ BA+ B*= A* + 2AB + B?
<= AB+ BA=AB+ AB
< BA=AB.

Définition 5.4.17. Soient A et B dans M, (R). On dit que A et B commutent si
AB = BA.

Proposition 5.4.18. Soient A et B deux matrices dans M,,(R). Supposons que A et
B commutent. Alors :

p
WpeN, (A+BP=Y <1’;> Al gr—k.
k=0

Démonstration. On procéde par récurrence sur p € N.

Initialisation. Par définition :
(A4 B) =1,
et la formule s’écrit :

0 /0 0
> <k> ARBO=F = <o> A°BY = 1- 10, = I,

k=0
donc I’égalité est vraie au rang p = 0.

Hérédité. Supposons la formule vraie & un certain rang p € N. On peut alors écrire :

(A+ B)P*! = (A+ B)’(A+ B)
= (A+B)PA+ (A+B)B

P
P\ gk pp—k DY pkpp—k
= A¥BP A A¥BP B
(S (1)) as (3 () )
k=0 k=0
= (p =~ (p
_ k —k k —k
= <k)A BrrA+ Y (k:)A BPFB.
k=0 k=0
Par définition de la puissance d’une matrice, on a d’une part :
Vk e [0,p], A*BP~FB = Akprti-k
D’autre part, comme A et B commutent :

Vk e [0,p], AF*BP*A = AFTipPF
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On obtient ainsi :

(A+B)p+1:2

p

p p
P\ pk+1pp—k
k <k> Aktiprk ];

(P) Ak gpti-k
k
0

p
p kE ppt+1-k PN sk pp+1-k
(k_1>A13 +§:<A»4B

k=0

Il
+
=)

o

=1

P P\ _(p+1
wetal (7 )+ (5)=("7"):
et on peut toujours écrire :
p\ _(p+1 ot (P) = p+1
0/ \ 0 p) \p+1)’

donc on peut rassembler le tout pour obtenir :

p+1 D+ 1 -
(A + B)P—i—l _ Z i AkBp-i-l k’
k=0

et ainsi la formule est vraie au rang p + 1.

la formule est toujours vraie, que A et B commutent ou non :

(A+B)Y=1, e (A+B)'=A+B.

couple de matrices pour lesquelles on a

(A+ B)> = B3 +3AB? + 3A°B + A3
tentes suivantes :
010 0 00
A=10 0 0 et B=|0 0 0
0 00 1 00
On vérifie sans mal que A%2 = B% = 0. Ainsi :

B3+ 3AB2+3A%2B + A% = 0.

p
P\ 10 pp+1 p p k pp+1—Fk p +1 150
AYBP AFBP APT-BY,
(0> > ((k: - 1) i <k>> * <p>

140

Remarque 5.4.19. On a déja vu qu’il s’agissait d’une équivalence dans le cas p = 2 :
si (A4 B)? = A%2 +2AB + B?, alors on peut en déduire que A et B commutent. Ce
n’est cependant pas vrai dans tous les cas. Par exemple, dans lescasp=0et p =1,

On ne peut donc rien conclure quant a la commutativité des matrices. Pour d’autres
valeurs de p, cette non équivalence peut persister. On peut par exemple construire,
relativement facilement, un contre-exemple pour le cas p = 3, c’est-a-dire exhiber un

sans pour autant qu’elles ne commutent. Considérons par exemple les matrices nilpo-
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D’autre part :

0 1

A+B=1(0 0

10

et un simple calcul permet de montrer que (A +
Pourtant :

donc A et B ne commutent pas.

L’exercice suivant permet de se rendre compte qu’il n’y a que trés peu de matrices qui
commutent avec toutes les autres : en effet, seules les multiples de I'identité vérifient cette
propriété.

Exercice 5.5
Solution page 160.

Soit A € M,,(R). Montrer que :

(VB € My(R), AB = BA) <= (I € R/A = Al,).

5.4.5 Inverse d’une matrice

Définition 5.4.20. Soit A € M, (R). On dit que A est inversible sl existe B €
M, (R) telle que :
AB = BA=1,.

On note GL,(R) 'ensemble des matrices inversibles de taille n x n :

GLn(R) :={A € M,(R); 3B € M,(R)/AB = BA = I,,}.

Proposition 5.4.21. Soit A € GL,(R). Alors :

3B € Mn(R)/AB = BA = I,,.

Démonstration. Soient B; et By dans M, (R) telles que :
ABl = BlA = In et AB2 = BQA = In

Alors :
By = Bi11, = B1(ABy) = (B1A)By = I,By = Bs.



CHAPITRE 5. MATRICES 142

Définition 5.4.22. Soit A € GL,(R). On note A~! I'uinique matrice telle que :
AAT = ATA =1,

La matrice A~! est appelée inverse de A.

Exemple 5.4.23. Soient

()« 3)

Alors 1 2\ /1 -2
=536 )= 1) ="
o 1 —2/3\ (1 2 10
BA:(O 1/?3)(0 3>:<0 1)212
donc B = A"1.

Exemple 5.4.24. Soit

Alors A n’est pas inversible :
bi1 b2 bi1 +2b12 0 10
VB = R BA = .
<b21 b22> < M2( )7 (bgl + 2bgy 0> a (0 1)

Remarque 5.4.25. La matrice identité est inversible et est sa propre inverse :

Remarque 5.4.26. La matrice nulle n’est pas inversible :
VB € Mn(R), BOMn(R) = OMn(R) #+I,.

En particulier, GL,(R) n’est pas un sous-espace vectoriel de M,,(R).

Proposition 5.4.27. Soit A € GL,(R). Alors A~ € GL,(R) et (A71)~! = A,

Démonstration. C’est une autre facon de lire la définition de A1 :

AA L = A lA=1T,
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d’oul le résultat. [ |

Proposition 5.4.28. Soit (A,B) € GL,(R) x GL,(R). Alors AB € GL,(R) et
(AB)"' = B7tA~L

Démonstration. Il suffit d’introduire 'identité au bon endroit :
I,=AA' = AILA' = A(BB™1)A™' = (AB)(B~ A1),

et un calcul similaire permet d’obtenir (B~1A™Y)(AB) = I,,. [

Proposition 5.4.29. Soit A € GL,(R). Alors, pour tout k € N, A¥ € GL,(R) et
(Ak:)—l — (A—l)k.

Démonstration. On procéde par récurrence sur k € N. Pour k = 0, comme A° = I,,, le
résultat est immeédiat. Supposons qu'il soit vrai pour un certain k € N. Alors A* € GL,(R).
Comme A € GL,(R), on peut appliquer la Proposition 5.4.28 : la matrice AFT1 = A*A
est inversible d’inverse A~!(A*)~!. Par hypothése de récurrence, (A¥)~! = (A=1)* donc
Iinverse de AF1 s'écrit A= (A™HF = (A71)*+1 et le résultat est démontré. [

Notation 5.4.30. Soient A € GL,(R) et k € N. On note
A7k = (A7Hk

Proposition 5.4.31. Soient A € GL,(R) et A\ € R*. Alors A\A € GL,(R) et (A\A)~! =
AtA-L

Démonstration. On peut écrire :
I,=(OXHL, =0 hHAaAa ™ = a4 1tah,

et il suffit de faire la méme chose de 'autre c6té pour obtenir le résultat. |
Proposition 5.4.32. Soit A € GL,(R). Alors AT € GL,(R) et (AT)"! = (A~HT.
Démonstration. La transposée de I'identité est elle-méme, donc :

I, =17 = (AAHT = (A HT AT,

et un calcul similaire donne 'autre égalité nécessaire a la définition, d’ou le résultat. MW
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Proposition 5.4.33. Soit A € GL,(R). Soit (B,C) € M, ,(R) x My, ,(R). Alors :
AB=AC = B=C.
De méme, pour (B,C) € Mp,(R) x Mp,(R) :

BA=CA = B=C.

Démonstration. On montre la premiére implication, la seconde s’obtenant de la méme
facon. Comme A~! existe, on peut multiplier I’égalité & gauche pour obtenir :

ATY(AB) = A7Y(AQ).
D’une part :
A Y AB) = (A'A)B=1,B = B.
D’autre part :
A7HAC) = (A7PA)C = 1,0 = C,
d’ou B =C. |

Exercice 5.6
Solution page 161.

Soit A € GL,(R).

1. On suppose que A est diagonale. Montrer que A~! est une matrice diagonale et que
ses coefficients diagonaux sont les inverses des coefficients diagonaux de A :

Vie [1,n], Aiu#0et (A1), =A" (5.2)

2. On suppose que A est triangulaire supérieure. Montrer que A~! est triangulaire
supérieure et que la propriété (5.2) est encore vraie.

3. Méme question pour une matrice triangulaire inférieure.

5.5 Application linéaire associée
A toute matrice A € M,,,(R), on peut associer 'application f4 définie par :

fA: Mp71(]R) — Mn,l(]R)
Uw— AU

qui posséde quelques propriétés intéressantes, comme nous allons le voir par la suite.

Proposition 5.5.1. L’application f4 est linéaire.
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Démonstration. Soient (U, V) € M, 1(R) x M,,1(R) et A € R. Alors :

faOU +V) = AU + V) = MAU) + AV = Afa(U) + fa(V).

Remarque 5.5.2. Il ne s’agit bien stir pas de la seule application que 1'on peut
définir & partir de A. On aurait trés bien pu également définir une application
My (R) = M, 4(R). Se restreindre aux vecteurs colonnes n’est cependant pas une
perte de généralité : une application définie sur des « vraies » matrices peut étre vue
comme une concaténation d’un nombre suffisant d’applications f4.

Théoréme 5.5.3. Soit A € M,,(R). Alors A est inversible si et seulement si 1'appli-
cation f4 associée & A est bijective.

Démonstration. Supposons A inversible. Soit U € ker(f4). Par définition :
AU = fa(U) = Opq,, 4 (m)-
Comme A~! existe, on peut multiplier cette égalité a gauche par celle-ci :
ATHAU) = A7 0p,, 4 (R) = Oty (R)-

Or, A7 (AU) = (A™'A)U = L,U = U, ce qui montre que ker(fa) = {Op, ,(®)}. Ainsi,
fa est injective. Comme fy € L(M,,1(R)) et que M,, 1(R) est de dimension finie, on en
déduit (par le Corollaire 4.3.11) que f4 est bijective.

Réciproquement, supposons que f4 est bijective. Pour i € [1,n], on considére la
matrice élémentaire colonne E;; € M,, 1(R). Comme f4 est bijective, elle est en particulier
surjective et on trouve ainsi B; € M, 1(R) tel que fa(B;) = E;. On définit la matrice
B € M,,(R) comme la concaténation des colonnes By, B, ..., B, soit :

B:=(B1 By -+ By,).

Alors :
Vie [1,n], (AB)Ej = A(BEj)= AB; = fa(B;) = Ej = I, E;,

d’ou (voir par exemple I'Exercice 5.1) :
AB = 1,.

En multipliant cette égalité & droite par A, on obtient :
ABA = A,

soit :

A(BA —I,) = O, ()5
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d’ou :
Vi€ [Ln], Om,,r =ABA-IL,)Eq =A(BA—-1,)Ein) = fa((BA—IL,)Ei).
Comme f4 est bijective, elle est en particulier injective et ainsi :
Vie[Ln], Oa,,r) = (BA-I,)En1=(BA)Ey — Ei,
qui montre que :
BA=1,,

donc A est inversible, d’inverse A~ = B. [ |

On peut noter dans cette preuve un fait intéressant : on construit d’abord une matrice
B telle que AB = I,,, et on déduit ensuite que BA = I, également. Il se trouve que cette
équivalence entre existence d’une « inverse a gauche » et existence d’une « inverse a droite »
est toujours vraie.

Proposition 5.5.4. Soit A € M,,(R). Les assertions suivantes sont équivalentes.
(i) 3B € Mu(R)/AB = I,,.
(i) 3B € M,(R)/BA = I,,.

Si ces assertions sont vraies, alors A est inversible et la matrice B est la méme dans
les deux cas, égale & A~ L.

Démonstration. (i) = (ii). Soit B € M, (R) telle que AB = I,,. Soit V' € M,, 1(R).
Alors :
V=1,V =(AB)V = A(BV) = fa(BV)

et ainsi V' € Im(f4), donc fa est surjective, donc bijective. On applique alors le Théo-
réme 5.5.3 pour obtenir que A est inversible. Ainsi, on peut multiplier I’égalité AB = I, a
gauche par A~ pour obtenir B = A1,

(ii) = (i). Soit B € M, (R) telle que BA = I,,. Soit U € ker(f4). Par définition :
O, () = fa(U) = AU.

Ainsi :

O, 1 (R) = B0, () = B(AU) = (BA)U = I,,U = U.
Ainsi f4 est injective, donc bijective et on déduit du Théoréme 5.5.3 que A est inversible.
Ainsi, on peut multiplier 1’égalité BA = I,, a droite par A~! pour obtenir B= A" N

Théoréme 5.5.5. Soit A € M, (R). On note Cy, Cy, ..., C, les colonnes de A et Ly,
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Lo, ..., Ly les lignes de A :

A=(C1 Co - Cp) =

Les assertions suivantes sont équivalentes.

(i) A est inversible.

(ii) la famille (Cq,Cy,...,Cy) est une base de M, 1(R).
(iii) la famille (L1, Lo, ..., Ly,) est une base de M ,(R).

Démonstration. (i) <= (ii). On considére la famille de matrices colonnes élémentaires
(Er1,- .., En1), qui forme une base de My, 1(R) (voir la Proposition 5.2.4). On remarque
(en utilisant par exemple 'Exercice 5.1) que :

(fa(E11), ..., fa(En1)) = (AEn, ..., AE,) = (Ch,...,Cy).
Par le Théoréme 5.5.3, on a :
A inversible <= f4 bijective.
Appliquons alors le Corollaire 4.3.13 :

fa bijective <= (C1,...,Cy) est une base de M,, ;(R).

(i) <= (iii). On applique I’équivalence précédente & la matrice A7 . |

5.6 Systémes linéaires

Intéressons-nous au systéme linéaire suivant, constitué de n équations et p inconnues :

1171 + a1222 + ... + a1pTp = Y1,

2171 + a2 + ... + axpTp = Y2,
(Sa)

0n1T1 + Gp2x2 + ... + AppTp = Yn-
On définit la matrice
ajl a2 - alp

a1 G2 - agp

anl Aap2 -+ dAnp
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ainsi que les vecteurs colonnes

T !
) Y2

X=| "[eMi®R) et Y= |ecMuR),
:Cp Yn

de sorte que :
(Sl) — AX =Y.

Exemple 5.6.1. Le systéeme

x1 +x2 +x3 =0,
x1—2x2:4

est équivalent & I’équation matricielle :
11 1 i Y\ /o
1 -2 0) {7 \4)

Remarque 5.6.2. Si l'on tentera de I’éviter au maximum dans ce cours, un abus de
notation extrémement commun consiste a dire que X et Y sont des vecteurs de R? et
R™ plutot que Mj,1(R) et M,, 1(R). I est tout a fait possible de formaliser cet abus
de notation pour qu’il devienne « légal ». En effet, les espaces RP et M, 1(R) sont
isomorphes entre eux (de maniére plutot évidente), et on peut ainsi facilement définir
le produit matrice-vecteur & partir du produit matriciel.

Rappelons que nous pouvons associer a la matrice A 'application linéaire

fA: ./\/lp71(R) — Mn,l(R)
Uw— AU

de sorte que notre systéme se réécrit une nouvelle fois :
(844) A fA(X) =Y.

Dire que le systéme (S,4) admet une solution signifie que I'on peut trouver des réels x7,
T2, ..., Tp satisfaisant le systéme pour yi, y2, ..., y, fixés. De maniére équivalente, cela
revient & se demander s'il existe X € M, 1(R) tel que fa(X) =Y, ouY € M, 1(R) est
fixé. Directement, on en déduit qu’une telle solution ne peut exister que si Y € Im(f4).
Une conséquence de la linéarité de fu est que, si celle-ci est injective, alors la solution, si
elle existe, est unique. En effet, pour X7 et X9 deux solutions, on a par définition :

fA(Xl):Y et fA(XQ):Y,
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donc :
fA(X1 — Xg) =0.

Autrement dit, X1 — Xo € ker(fa) : si ker(fa) = {0, ()}, alors Xi = Xo.

Remarque 5.6.3. Si f4 n’est pas injective, et si le systéme admet une solution X €
M1 (R), alors le systéme admet une infinité de solutions. En effet, pour tout X, €

ker(fa) :
fa(X + Xo) = fa(X) + fa(Xo) =Y + O0py,, ,(r) = Y,

donc X + X est aussi une solution.

Souvent, quand on s’intéresse a un systéme linéaire, on recherche plutét des propriétés
sur le membre de gauche : on souhaite par exemple savoir si le systéme admet une unique
solution pour tous les seconds membres possibles. C’est ’objet du résultat suivant.

Proposition 5.6.4. (i) Le systéme (S4) admet au plus une solution pour tout Y €
M, 1(R) si et seulement si f4 est injective.

(i) Le systéme (S4) admet au moins une solution pour tout ¥ € M, 1(R) si et
seulement si f4 est surjective.

(iii) Le systéme (S4) admet exactement une solution pour tout Y € M, 1(R) si et
seulement si f4 est bijective.

Démonstration. On a déja montré que résoudre le systéme (S 1) était équivalent a trouver
X € Mp1(R) tel que f4(X) =Y. Autrement dit, ce résultat n’est qu'une reformulation
de la définition d’injectivité, surjectivité et bijectivité. |

C’est le bon moment pour rappeler que fa est une application linéaire entre deux
espaces vectoriels de dimensions finies : on peut donc appliquer le Corollaire 4.3.10. Plus
précisément, c’est la contraposée de ce résultat qui va nous intéresser. Si n < p, alors
fa n’est pas injective, et il existe alors Xy € ker(fa) tel que Xy # 0. Dans ce cas, si le
systéme (S4) admet une solution X, alors il en admet une infinité :

YAER, fa(X +AX) =Y.

Concrétement, cela se traduit par le fait qu’il y a strictement plus d’inconnues que d’équa-
tions. Si, au contraire, il y a strictement plus d’équations que d’inconnues, alors n > p
et, dans ce cas, fa n’est pas surjective : il existe donc des vecteurs Y pour lesquels le
systéme (S4) n’admet aucune solution.

Remarque 5.6.5. Attention, avoir n = p est une condition nécessaire & l'existence
d’une unique solution, mais ce n’est pas une condition suffisante !
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5.7 Calcul de ’'inverse

Soit A € GL,(R). On souhaite calculer A~!. Partant de
AA =1,
on utilise le résultat de I’Exercice 5.1 qui nous dit que cette égalité est équivalente & :
Vi e [1,n], (AAYE;j =I,Ej = Ej,
ou Ej1 € My 1(R). Or :
Vi€ [L,n], (AAHE; = A(A'Ej)).
En notant C1, ..., C, les colonnes de A~!, on obtient alors :
Vje[l,n], AC;=Ej.

Ainsi, calculer I'inverse de A~! est équivalent au calcul de ses n colonnes, chacune étant
solution d’un systéme linéaire défini par la matrice A.

Pour y voir un peu plus clair, rien ne vaut un petit exemple. Considérons la matrice

-1 -1 1
A=1-2 0 1
-2 -1 1
Soit Cy la premiére colonne de A~!. Alors :
ACl = Fq;.
En notant
T
C'1 = €2 ’
3
on obtient :
-1 -1 1 1 1
-2 0 1 zo ]l =10
-2 -1 1 T3 0
Résolvons ce systéme :
—x1—Tot+x3=1 —2x1 — 229 4+ 223 =2 (2L1)
—2x1 +13=0 <— —2x1+23=0
—2x1 — 29+ 23=0 —2x1 —x0+23=0
—2x1 — 229 + 2283 = 2
<~ 2x9 —x3 = —2 (LQ—L]_)

x9g—x3=—2 (Ls— L)
—2x1 — 229 + 223 =2
<= 209 —x3 = —2
—x3=—-2 (2L3 — Lo)
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ce dernier systéme pouvant étre résolu par « remontée » : la derniére équation permet
d’obtenir la valeur de x3, qui peut alors étre remontée dans la seconde équation qui donnera
la valeur de 9, et on pourra alors utiliser la premiére équation pour récupérer xi. On
obtient :

r3 =2, puisxzy =0, pusz =1,

et ainsi :
1
Ci=10
2
En notant
1
CQ = xI9
T3

la seconde colonne de A~!, on obtient le systéme :

-1 -1 1 T1 0
-2 0 1 2| = |1
-2 -1 1 x3

En faisant les mémes étapes que pour résoudre le premier systéme, on obtient :

0
Co= |1
1

Enfin, la derniére colonne C'5 s’obtient en résolvant le systéme :

-1 -1 1 1
—2 0 1 i) =
-2 -1 1 3

= o O

qui meéne a :

-1
Cy=|-1
-2
Finalement, on a donc obtenu :
1 0 -1
At=10 1 -1
2 1 =2

En y regardant de plus prés, on se rend compte que la résolution de ces trois systémes
se fait avec exactement les mémes étapes. Bien sir, les valeurs dans le second membre
changent, mais on transforme le membre de gauche avec toujours les mémes opérations.
Une maniére de résumer cela consiste & écrite, cote a cote, la matrice et la matrice identité.
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En effectuant des opérations sur les lignes, on cherche alors & « ramener » l'identité a
gauche. Sur ’exemple précédent, on obtient :

~1 -1 1|1 0 0 ~1 -1 1|1 0
—2 —1 1|0 0 1) 2EPB N0 1 —1]-2 0

-1 -1 1 1 0
0o 2 -1(-2 1
0 0 -1|-2 -1
-1 -1 1 1 0 O
0 2 —-1}/-21 0

>
L3<—2L3—L2

Lse=ls \'g 0 1|2 1 -2
1 -1 0]-1 -1 2
|0 2 0j0 2 -2
LiLi—Ls 0 0O 1] 2 1 -2
1 -1 0]-1 -1 2
1 0l0 1 -1
Lacl2/2 \ g 9 1| 2 1 -2
10 0[-10 1
5o 10]l0 1 -1
Iielatle \ g g 1] 2 1 —2
10010 —1
m 01 0|0 1 -1
00 1|21 —2

5.8 Rang d’une matrice

Définition 5.8.1. Soit A € M,, ,(R). On appelle rang de la matrice A le rang de
I’application linéaire f4 associée :

rang(A) = rang(f4).

1 2 3
A= (2 4 6>EM2,3(R)~

fA: Mg}l(R) — MQJ(R)
X — AX

Exemple 5.8.2. Soit

Alors :
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et ainsi :

T 1 2 3 o
VX = |2 | € M31(R), fa(X) (2 4 6) .
T3 -

T1 + 219 + 313
2x1 + 4z + 623

o (o o)
o §) () )

— (21 + 222 + 33) <1>

)
g =t ((2).

rang(A) = rang(fa) = dim(Im(f4)) = 1.

d’ou :

donc :

Proposition 5.8.3. Soit A € M, ,(R). On note (C4,...,C}p) € (My1(R))P les co-
lonnes de A. Alors :

rang(A) = dim(vect((Ch,...,Cp))).

Démonstration. La famille (Eqq, ..., Ep) est une base de My, 1(R). Ainsi (voir Propo-
sition 4.3.4) :
Im(fa) = vect((fa(En), -, fa(Ep)))-
Or :
Vi€ [lpl, fa(Ej)=AEj =Cj,
d’ot le résultat. n

Une maniére d’interpréter ce résultat est que le rang d’une matrice correspond au
nombre de colonnes linéairement indépendantes de celle-ci.

Exercice 5.7
Solution page 162.

Soit A € M, ,(R). Montrer que :

rang(A) =0 <<= A= OMn,p(R)'

Proposition 5.8.4. Soit A € M,,,(R). Alors rang(A) = rang(AT A).
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Démonstration. Montrons que ker(fs) = ker(fyr,). Soit pour cela X € ker(fa).
Alors :
AX = fa(X) = Op,, ,(R)-

On en déduit :
fara(X) = (ATA)X = AT(AX) = A0, (r) = O, (R)s
donc X € ker(f4r,4). Réciproquement, soit X € ker(f4r4). Alors :
(ATA)X = fara(X) = 0p, ,(w)-

Ainsi :
XT(ATA)X = X001, , (r) = Opry s (v)-

En posant Y := AX € M,,1(R), on a obtenu :
YTY = (AX)T(AX) = (XTAT)(AX) = 001, , ()

Autrement dit :

n

0= (0, @)1= YY) =Y (VY =) Y.
k=1 k=1

On en déduit :
Vk € [[1,71]], Y1 =0,

soit Opq, ,(r) =Y = AX = fa(X), donc X € ker(fa).

Conclusion. Appliquons le théoréme du rang (Théoreme 4.3.9) & far : Mp1(R) —
Mp1(R) :

rang(far o) = dim(Mp,1(R)) — dim(ker(far 1)) = p — dim(ker(f4)).
Or, si on applique ce méme théoréeme a fa: Mp1(R) = M, 1(R), on trouve :
rang(fa) = dim(M,1(R)) — dim(ker(fa)) = p — dim(ker(fa)),

d’ou :
rang(AT A) = rang(f4r ) = rang(f4) = rang(A).

Théoréme 5.8.5. Soit A € M, ,(R). Alors rang(A) = rang(AT).
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Démonstration. Soit Y € Im(fy74). Soit X € M, 1(R) tel que fur4(X) =Y. Alors :
Y = (ATA)X = AT(AX) € Im(fsr).
Donc Im(fyr4) C Im(f7) et ainsi :
rang(AT A) = rang(fyr ) < rang(f4r) = rang(AT).
On applique alors la Proposition 5.8.4 :
rang(A) = rang(AT A) < rang(AT).

Avec le méme raisonnement appliqué a AT on obtient 'inégalité inverse, d’ott I'égalité. W

Corollaire 5.8.6. Soit A € M, ,(R). On note (L1,...,Ly,) € (Mi,(R))" les lignes
de A. Alors :
rang(A) = dim(vect((Lq, ..., Ly))).

Démonstration. On applique le Théoréme 5.8.5 : rang(A) = rang(AT). 11 suffit alors
d’appliquer la Proposition 5.8.3 & AT, puisque les colonnes de AT sont les lignes de A. W

Remarque 5.8.7. Techniquement, dire que « les colonnes de AT sont les lignes de A »
n’est pas tout a fait exact : les lignes de A sont dans M ,(R) tandis que les colonnes
de AT sont dans M, 1(R). On peut cependant exhiber un isomorphisme entre ces deux
espaces plutdt facilement.

Autrement dit, le rang d’une matrice correspond aussi au nombre de lignes linéairement
indépendantes de celle-ci. Une conséquence directe de ce qui a été vu jusqu’ici est le résultat
suivant.

Corollaire 5.8.8. Soit A € M,, ,(R). Alors rang(A) < min(n,p).

Démonstration. En notant 1, ..., C} les colonnes de A et Ly, ..., L, ses lignes, on a
d’une part

rang(A) = dim(vect((C1,...,Cp)))

par la Proposition 5.8.3, donc rang(A) < p. D’autre part :
rang(A) = dim(vect((L1,...,Ly)))

par le Corollaire 5.8.6, donc rang(A) < n. [ |

Définition 5.8.9. Soit A € M, ,(R). On dit que A est de rang maximal si rang(A) =
min(n, p).
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Proposition 5.8.10. Soit A € M,, ,(R). Soit fa € LM, 1(R), M, 1(R)) son appli-
cation linéaire associée. Alors :

(i) fa est injective si et seulement si rang(A) = p;

(ii) fa est surjective si et seulement si rang(A) = n;

(iii) si n = p, alors fa est bijective si et seulement si rang(A) = n.

Démonstration. (i) Appliquons le théoréme du rang (Théoréme 4.3.9) & fy :
dim(ker(fa)) + rang(fa) = dim(M,1(R)).
Or, dim(M,,1(R)) = p et rang(fa) = rang(A), donc :
vang(A) = p— dim(ker(f)).
Ainsi :
rang(A) =p <= dim(ker(f4)) =0

< ker(fa) ={0nm,,(®)}

<= f4 est injective.
(ii) C’est une conséquence du Corollaire 3.4.16. En effet :

rang(A) =n <= rang(fa)=n
< dim(Im(fa)) =n
= Tm(fa) = My (R)
<= f4 est surjective.

(iii) C’est une conséquence directe des deux premiers points.

Proposition 5.8.11. Soit (A, B) € My, ,(R) x M, 4(R). Alors :

rang(AB) < min(rang(A), rang(B)).

Démonstration. Soit Y € Im(fap). Alors il existe X € M, 1(R) tel que :
Y = (AB)X = A(BX) € Im(fa),
donc Im(f4p) C Im(f4), doi dim(Im(faz)) < dim(Im(f4)), ¢'est-a-dire
rang(AB) < rang(A).
Comme (AB)T = BT AT on montre de la méme maniére que :
rang(AB) = rang(AB)T) < rang(B”) = rang(B),

d’ou le résultat. [}
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Proposition 5.8.12. Soit (A, B) € M,, ,(R) x M,, ,(R). Supposons que rang(B) = p.
Alors rang(AB) = rang(A).
Démonstration. Soit Y € Im(fap). Alors il existe Z € M, 1(R) tel que :
Y = (AB)Z = A(BZ) € Im(fa),

donc Im(fap) C Im(fa).

Soit maintenant Y € Im(f4). Alors il existe X € M, 1(R) tel que AX =Y. Comme
rang(B) = p, la Proposition 5.8.10 implique que fp est surjective, donc il existe Z €
My 1(R) tel que BZ = X. Ainsi :

Y = AX = A(BZ) = (AB)Z € Im(fag),

donc Im(fa) C Im(fap).
On a ainsi montré Im(f4) = Im(fap), ce qui donne :

rang(A) = rang(fa) = dim(Im(f4)) = dim(Im(f4p)) = rang(fap) = rang(AB).

Proposition 5.8.13. Soit (A4, B) € M, ,(R) x M,, ,(R). Supposons que rang(A) = p.
Alors rang(AB) = rang(B).

Démonstration. Soit Z € ker(fg). Donc BZ = Oy, ,(r), et ainsi :

(AB)Z = A(BZ) = Opa, (s,

donc Z € ker(fap) et ker(fp) C ker(fan).
Soit maintenant Z € ker(fap), c’est-a-dire :

Opt,1(2) = (AB)Z = A(BZ),

donc BZ € ker(f4). Or, comme rang(A) = p, par la Proposition 5.8.10, f4 est injective et
ainsi BZ = Oy, ,(r), donc Z € ker(fp).

On a ainsi montré ker(fp) = ker(fap). En appliquant le théoréme du rang (Théo-
reme 4.3.9) & fap et fp, on obtient ainsi :

dim(ker(fap)) + rang(AB) = ¢ = dim(ker(fg)) + rang(B),

d’ou I’égalité recherchée. |
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5.9 Solutions des exercices

Solution de ’Exercice 5.1

1. a. On obtient :
1 2 3
4)’ 5/ 6/

(1 23, (45 6).

b. On obtient :
2. Soit @ € [1,n]. Alors :
p p
(AEj1)i = Z A (Ej1)k1 = Z Airdjr = Ayj.
k=1 k=1

3. Soit j € [1,p]. Alors :

n

(E1iA) = Z(Eli)lkAkj = Z5ikAkj = Aj;.
=1 =1

4. Comme A et B sont de méme taille, il suffit de comparer leurs coefficients :
A=DB <— \V/(’L,]) S [[l,n]] X [[Lp]]aAij = Bzg
D’une part, via la question 2. :

A=B — VjEHl,p]],ViE[[l,n]],Aij:Bij
> Vj €[1,p],Vi€ [1,n],(AEj1)a = (BEj1)a
— Vje [[Lp]],AEjl = BEjl.
D’autre part, via la question 3. :
A=B < Vi€ [[1,71]],Vj€ [[Lp]]aAij:Bij
= Vi€ [L1,n],Vj € [1,p], (E1;A)1; = (BubB),
— Vi€ [[Ln]]»EliA = F;B.

Solution de ’Exercice 5.2

Soit i € [1,n]. Alors :
Aji = (AT)y = — Ay

par définition de la transposée, puis par antisymétrie. On obtient A;; = 0.
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Solution de I’Exercice 5.3
1. Pour tout (i,7) € [1,n]? :
n
Cij = Z A Byj.
k=1
Or, comme A est diagonale :
Vk e [1,n], A =0sik#i.
Ainsi :
Cij = AiiBij.
Or, B est aussi diagonale, donc si i # j, B;; = 0, donc C;; = 0, donc C' est diagonale.
Soit maintenant i € [1,n]. En utilisant 'expression précédente, on obtient directement :

Cii = AiiBii.
2. Pour tout (i,4) € [1,n]? :
n
Cij =Y AixBy;.
k=1
Or, B est triangulaire supérieure, donc :
Vk>j, Byj=0,
et ainsi :
J
Cij = Z A By
k=1
Si ¢ > j, alors, pour tout k& € [1,5], k < j < i, donc A; = 0 car A est triangulaire

supérieure, et ainsi Cj; = 0, donc C' est triangulaire supérieure.

Soit maintenant ¢ € [1,n]. Alors :

n A
Cii =Y AirBri =Y AiBui,
k=1 k=1
car B est triangulaire supérieure. Pour k € [1,i — 1], k < i, donc A; = 0 et ainsi
Cii = Aii Bis.

3. On peut refaire des calculs similaires & ceux de la question précédente. Sinon, on peut
aussi remarquer que, comme A et B sont triangulaires inférieures, AT et BT sont
triangulaires supérieures et on peut appliquer la question précédente :

CT = (AB)T = BT AT
est triangulaire supérieure, donc C est triangulaire inférieure. De plus :

Vi€ [1,d], Ci=(C")i=(B")u(A")i = BiiAii = AyBi.
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Solution de I’Exercice 5.4

On considére la famille
P = {AF € M,(R); k € [0,n°]}.

Cette famille contient n? 4+ 1 éléments de M., (R) qui est un espace vectoriel de dimension
n? : elle est donc lice. Ainsi, il existe (ag,...,a,2) € R+ tel que :

n2

Z OékAk = OMn(R)
k=0

En posant
n2
Pi=>Y X",
k=0
on obtient P(A) = 0pq, (r)-

Solution de I’Exercice 5.5

Dans un sens, supposons qu’il existe A € R tel que A = A\I,,. Alors :

AB = (M,,)B = I,(AB) = AB = (AB)I,, = B(\l,)) = BA.

Réciproquement, supposons que :
VB e M,(R), AB = BA.

Soit (k,¢) € [1,n]?. On considére B = Ej, dans l'égalité ci-dessus. Pour tout (i,j) €
[[1,n]]2, on a d’une part :

(AB)ij = > Aip(Ere)ps = Y Aiplipbt; = AinSje,
p=1 p=1

et d’autre part :

n

(BA)ij = > (Bro)ipApj = D OridepApj = Arji.

p=1 p=1
Comme (AB);j = (BA);j, on a donc obtenu :
Aidje = Aglig.
Considérons i = k. Alors §;; = 1 et ainsi :

Agibie = Ay
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Pour j # £, 0o = 0 et ainsi :
Ay =0.

Pour j =/, d;0 = 1 et on obtient :
A = Agg-

Pour résumer, A est diagonale et tous ces coefficients diagonaux sont égaux entre eux. En

notant A = A1, on obtient donc A = AI,,.

Solution de ’Exercice 5.6

1. On note B :== A~ Alors AB = I,,, c’est-a-dire :

3

V(i,j) € [1,n], &= (AB)y = Z A Brj = AyBj.
=1 5
si k#14

En particulier :
Vi € [[1,77,]], 1= AuBm,

ce qui implique :
Vi € Hl,n]], Aji 75 0.

On peut alors écrire :
Wi, j) € [Lnl*, Bij= >
ce qui montre que A~! = B est diagonale et que :
Vie[L,n], (A™Y)u=A;"
2. On note B := A~!. Alors BA = I,,, c’est-a-dire :
N

=0
si k>j

n J
V(i,j) € [1,n]?, 615 = (BA)ij = > Bix Agj = »_ BixAy;.
k=1 k=1
Montrons par récurrence sur j € [1,n] que :
Ajj;é(), Bjj:A;jl, et Vi € [[]—Fl,nﬂ,Bl]:O
Initialisation. Pour j = 1, on part de :
1
Vi€ [1,n], 1= BirArp = BinAn.
k=1

En particulier, pour ¢ =1 :

1= B14n,
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ce qui montre a la fois que A1 # 0 et By = Al_ll. De plus :
Vi € [2,n], 0= BjAi,
d’ol :
Vi€ [2,n], B =0,
car A11 # 0.

Heéreédité. Supposons le résultat vrai jusqu’a un certain rang j € [1,n — 1]. Alors :

J
Vie[l,n=1], G101 =Y Bipik Arjrn + Birijndji o
k=1 X
par hypothése de récurrence

= Bit1j+14j11511-
Pour ¢ = j, on obtient ainsi :
1= Bjt1j+14j415+1
donc Ajiq 41 # 0 et Bjpq 41 = Ajjl,jﬂ' De plus :
Vie[j+1,n—1], 0= Bit1j414j41,5+1,

donc :
Vie[j+1,n—1], Bity1+1 =0,

ce qui termine la preuve.

3. On peut faire un raisonnement similaire & la question précédente, ou on peut réutiliser
le résultat. En effet, comme A est triangulaire inférieure, A7 est triangulaire supérieure,
donc (AT)~! est triangulaire supérieure et :

Vie[1,n], (AT)u#0et (AT)™ Yy = (AT);il-

Or, (A=H)T = (AT)~! donc on obtient le résultat.

Solution de I’Exercice 5.7

On note (1, ..., Cp les colonnes de A.
Si A =0y, (&), alors :

VJ € [[lvp]]7 Cj = OMnyl(R)a
d’ott vect((Ch, ..., Cp)) = {0, ,(r)} et ainsi rang(A) = 0.

Réciproquement, on procéde par contraposée. Supposons que A # Opq, (r). Alors il
existe j € [1,p] tel que Cj # Oy, ,(r)- Alnsi, dim(vect({C;})) = 1. Or :

vect({C;}) C vect((Cy,...,Cp)),

donc rang(A) = dim(vect((C1,...,Cyp))) > dim(vect({C;})) = 1 et, en particulier, rang(A4) #
0.



Chapitre 6

Matrices et applications linéaires

Dans tout ce chapitre, F et F' désignent deux R-espaces vectoriels de dimension finie.
On fixe p == dim(E) et n := dim(F'). On se donne B := (eq,...,ep) une base de E et
B := (vi,...,v,) une base de F. On note cj, j € [1,p], les applications coordonnées dans
la base B, et ¢;, i € [1,n], les applications coordonnées dans la base B. Ainsi :

p n

Vu € F, u:ch(u)'ej et Vv eF, széi(v)-vi.

j=1 i=1
6.1 Matrice d’une application linéaire

Définition 6.1.1. Soit f € L(E, F). On appelle matrice de I'application linéaire f
par rapport aux bases B et B, notée M ,5(f), la matrice dans M,, ,(R) définie par :

v(i.g) € [Lo] x [Lol. (Map()), = (7))

En pratique, on construit ces matrices colonne par colonne : par définition, chaque
colonne contient les coordonnées, dans la base de I'espace d’arrivée, de 'image d’un vec-
teur de la base de I'espace de départ. On peut en particulier noter que la matrice d’une
application linéaire dépend des bases choisies.

Exemple 6.1.2. On considére E = R?, F = R3 et I'application linéaire

fiR* R
(a,b) — (2a,a + b, 2b).

— On considére la base B de E et la base B de F définies par :

B:=((1,0),(0,1)) et B:=((1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)).

On calcule I'image des vecteurs de la base B par f, que 'on décompose selon la

163
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base B :
f((l,O)) = (2a 1a0)
=2-(1,0,0)4+1-(0,1,0)+0-(0,0,1)
et :
f((oa 1)) = (Oa 1, 2)
=0-(1,0,0)+1-(0,1,0)+2-(0,0,1).
Ainsi :

20
Vgl - ( ) |
0 2

— On garde les mémes espaces et la méme application linéaire, mais on change les
bases :

By = ((0,1),(1,0)) et By :=((0,1,0),(0,0,1),(1,0,0)).
On obtient cette fois :
f((1,0)) = (2,1,0)
=1-(0,1,0)4+2-(0,0,1)+0-(1,0,0)
et :

f((O,l)) = (0a1a2)
=1-(0,1,0)4+0-(0,0,1) +2-(1,0,0).

11
Mgy 1) = ( 0).
0 2

— On prend les mémes et on recommence, avec :

By = ((1,0),(1,1)) et Bs:=((1,0,0),(1,1,0),(1,1,1)).

Ainsi :

Alors :
f((l,())) = (2a 1a0)
=1-(1,0,0)+1-(1,1,0)+0-(1,1,1)
et :
f((lv 1)) = (2’ 2, 2)
=0-(1,0,0)4+0-(1,1,0) +2-(1,1,1).
Ainsi :

O =
N OO

) |

MB&BS(f) = (
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Exemple 6.1.3. On considére E = Ry[X] et F' = R3 avec les bases
B:=(1,X,X%) et B:=((1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)).
Soit .
f:Ry[X] — R3
P = (P(0), P(1), P(2))

dont on vérifie la linéarité aisément. Pour & € [0,2], on note Py(X) := X*, de sorte

que
B = (Pr)kefo,2]-

Calculons les images par f des vecteurs de la base B, et exprimons ces images dans la
base B :

Ainsi :

Proposition 6.1.4. Soit f € L(E, F). Alors la connaissance de f est équivalente a la
connaissance de My ,(f).

Démonstration. Par le Corollaire 4.3.7, connaitre f est équivalent & connaitre f(e;) pour
tout j € [[1, p].

Supposons que ’on connaisse f. En particulier, pour tout j € [1,p], on connait
f(ej), que I'on peut décomposer selon la base B :

fles) =" aij - vi.
=1
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Ainsi :

Mg 5(f) = (aij)ien]-
Jellp]

Réciproquement, si on connait My ;(f) = (as;), alors, par définition :

viellpl, fle) = ai- v
i=1

donc on connait f. [ |
6.2 Image d’un vecteur

Proposition 6.2.1. Soit f € L(E, F). Soit u € E. On note X € M, 1(R) la matrice
colonne des coordonnées de v dans la base B :

Viell,pl, Xji:=cju).
On note Y € M, ;(R) la matrice colonne des coordonnées de f(u) dans la base B :
Vi e [1,n], Yi:=2¢&(f(u)).

Alors :

Démonstration. Soit i € [[1,n]. Alors :
P
Yo=a(fw)=a | f|Y e ¢
j=1

Par linéarité de f, on obtient :

La linéarité de ¢; donne alors :

Autrement dit :
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Exemple 6.2.2. Soit 6 € R et soit la rotation

r:C—C
z el
On voit C comme un R-espace vectoriel de dimension 2, avec pour base B = (1,1).
Calculons I'image de cette base :
r(1) = ¥
= cos(0) - 1+ sin(0) - 4,
r(i) = e

= —sin(f) - 1 + cos(h) - i.
On en déduit : 0) in(0)
Mg p(r) = (sin(&) cos(0) > ’

Ainsi, 'image par r de n’importe quel complexe z peut étre calculée en effectuant le

produit .
(conty —mtoh) (7)),

6.3 Opérations

Proposition 6.3.1. Soient (f,g) € (L(E,F))? et A € R. Alors :
(i) M&B(f +9) = M&B(f) + MB,B(Q) ;
(if) Mg (Af) = AMpg 5(f).

Démonstration. Pour (i,7) € [1,n] x [1,p] :
() (Mg s(f +9))ig = Gl(f + 9)(es)) = afle) + glen)) = alfles)) + algles) =
(Mg 5(f))ij + (Mg 5(9))ij ;
(i) (Mg g(Af))iz = ci((Af)(e;)) = ci(Af(ej)) = Aci(f(ej)) = AM(Mpg 5(f))is-

Proposition 6.3.2. L’application
Mpg - L(E,F)— M, ,(R)
[ M&g(f)

est un isomorphisme.
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Démonstration. La Proposition 6.3.1 implique que My 5 est linéaire. Soit f € ker(Mj ),
c’est-a-dire telle que Mg 5(f) = Opq,, , (). Soit u € E. Soit X € My 1(R) la matrice colonne
des coordonnées de u dans la base B :

Vj e [[1,])]]7 le = cj(u).
Soit Y € M, 1(R) la matrice colonne des coordonnées de f(u) dans la base B :
Vi e [[]-an]]v Yi = él(f(u))
On applique la Proposition 6.2.1 :
Y = Mg ()X = 0pm,, &)X = 0n1(R).

Autrement dit :

On a donc obtenu f(u) = 0p. Comme u est quelconque, cela montre que f = Oz(E,F)-
Ainsi Mg ;5 est injective. Or :

dim(L(E, F)) = dim(E) dim(F) = pn = dim(M,, ,(R)),

donc MB,B est bijective. |

Proposition 6.3.3. Soit G un R-espace vectoriel de dimension finie. Soient f €
L(E,F) et g € L(F,G). Soit B une base de G. Alors :

My 5(g o f) = Mg 5(9) Mg 5(f).
Démonstration. On note m = dim(G) et ¢, k € [1,m], les applications coordonnées
dans la base B. Pour (k, j) € [1,m] x [1,p] :
(Mg (g0 ) = cu((go f)(e;)) = ce(g(f(e))))-

Comme f(e;) € F, on peut le décomposer selon la base B:

(Mg (g0 f))kj =k (g <Z ci(f(ej)) - Uz)) :

On utilise la linéarité de g :

n

i=1

(Mg 5(g° f))kj = ek < &(f(e;5)) -g(vz‘)> :
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puis la linéarité de ¢, :

Ainsi :

(Mg (g0 i = ér(gw)@(fe;) =D (Mg (9))ki(Mg 5(f))is
i=1 :

6.4 Endomorphismes et puissances

Dans le cas d’un endomorphisme f € £(E), deux bases B et B de E ont nécessairement
le méme cardinal égal a dim(E) = p (voir le Théoreéme 3.4.8). Ainsi :

Mg 5(f) € Mp(R).
Notation 6.4.1. Soient f € L(E) et B une base de E. On note Mg(f) == Mp(f).

Remarque 6.4.2. Considérons I'application identité¢ Idg. Alors Mp(Idg) = I,. Ce-
pendant, si B est une base de £ différente de B, alors Mg z(Idg) # Ip.

Exemple 6.4.3. Dans E = R?, on considére les bases

B:=((1,0),(0,1)), B:=((0,1),(1,0)), B:=((1,0),(1,1)).

Alors :
10
Mp(Idg2) = Mz(Idg2) = MB(IdRz) = <0 1) = I.

On peut vérifier que :

- O
S =
~_
Il
ami
O\
=
Q.
=
[

Mg (1) = (

MB,B(IdRZ)_<O 1)7 Ms,g(IdRz)—<(1) D
) |

MB,B(IdRQ) —
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Exercice 6.1
Solution page 174.

Soient f € L(F) et B une base de E. Montrer que f est une homothétie de rapport
A € R si et seulement si Mp(f) = M.

Proposition 6.4.4. Soit f € L(E). Pour k € N, on pose

fri=foforof,

k fois

avec f0:=Idg. Alors :

Mp(f*) = Mp(f)".

Démonstration. On procéde par récurrence sur k € N. Le résultat est trivial pour k = 0.
Supposons qu’il soit vrai & un certain rang k € N. On utilise la Proposition 6.3.3 :

Mp(f**Y) = Mp(f o f*) = Ma(f)Mg(f*) = Mp(f)Mp(f)* = Mp(f)F*.

Exercice 6.2
Solution page 174.

1. Montrer que s € L(E) est une symétrie si et seulement s’il existe une base B de E
telle que Mp(s)? = I,.

2. Montrer que p € L(FE) est un projecteur si et seulement s'il existe une base B de E
telle que Mg(p)? = Mp(p).

6.5 Matrice d’un isomorphisme

On suppose dans cette section que dim(F) = dim(F).

Proposition 6.5.1. Soit f € L(E, F). Alors f est bijective si et seulement si My 5(f)
est inversible. Dans ce cas :

Démonstration. Supposons f bijective. Alors f~! existe et f~'o f = Idg. Ainsi :

Mg(Idg) = Mp(f " o f) = Mg 3(f 1) Mg g(f)-
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Or, Mp(Idg) = I,, donc on a obtenu :
I, = My 5(f ") Mg 5(f),

ce qui montre que My 4(f) est inversible d’inverse My 5(f™1).

Supposons M 4(f) inversible. Alors il existe B € M, (R) telle que BM ,5(f) = 1.
Soit g € L(F, E) définie par :

p
Vi€ [Lpl, glv;) =) Byes
=1

Par définition, on a alors My 5(g) = B. Ainsi :
Mp(go f) = Mg 5(9)Mp g(f) = BMg g(f) = I,

donc g o f = Idg. Ainsi, f est bijective de réciproque f~1 = g. |

Corollaire 6.5.2. Soit f € L(E). Alors f est bijective si et seulement si Mp(f) est
inversible. Dans ce cas, Mg(f~!) = Mp(f)~'.

6.6 Changement de base

Dans cette section, By et By désignent deux bases de E. On note ¢;, j € [1,p], les
applications coordonnées dans la base Bj.

Définition 6.6.1. On appelle matrice de passage de la base B; a la base Bs la matrice
de Idg, partant de £ muni de la base Bs, et arrivant dans E muni de la base By,
c’est-a-dire Mp, B,(Idg).

En pratique, comme une matrice de passage n’est autre qu’'une matrice d’application
linéaire, on construit ces matrices colonne par colonne. L’idée consiste & décomposer, dans
la base Bi, les vecteurs de la base By, comme I'indique le résultat suivant.

Proposition 6.6.2. On note By = (v1,...,vp) et (C1,...,Cp) € (Mp1(R))P les co-
lonnes de Mp, s,(Idg). Alors :

Y(k,j) € [Lpl%,  (Cr)jr = cj(vx).

Démonstration. Soit (k,5) € [1,p]?. Alors :

(Cr)j1 = (Mp, 8,(Idg)) i = ¢;(Idp(vk)) = ¢j(vk).
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Exemple 6.6.3. On considére E = Ry[X] avec les bases
Bi=(1,X,X?% et By:=(X-1,X+1,X?%.
On commence par écrire :
X-1=(-1)-1+1-X+0-X?,
X+1=1-1+1-X+0-X2
X?=0-140-X+1-X>%
Ainsi :
-1

1 0
MBl,BZ (IdE) - 1 1 0
0 01

Proposition 6.6.4. La matrice Mp, 5,(Idg) est inversible et :

MBl,BQ (IdE')il = MBQ,B1 (IdE)

Démonstration. On applique la Proposition 6.5.1 : Idg est bijective de réciproque Idg.

|
Proposition 6.6.5. Soit B3 une troisiéme base de E. Alors :
Mp, B, (Idp) = Mg, B, (IdE)MBLBs (Idg).
Démonstration. On applique la Proposition 6.3.3 avec Idg = Idg o Idg. |

Proposition 6.6.6. On note ¢;, j € [1, p]], les applications coordonnées dans la base
By. Soit u € E. Soient X € M,,1(R) et X € M,,1(R) définis par :

Viel,pl, Xj=cju) et Xj:=¢(u).

Alors : .
X = Mg, 5,(Idg)X.

Démonstration. C’est une conséquence directe de la Proposition 6.2.1. |

Proposition 6.6.7. Soient Bl et Bg deux bases de F. Alors :

Vf € L(E,F), Mg, s, (f) = Mg, 5 (1dp)Ms, 5 (f)Mp, 5,(1dp).
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Démonstration. On applique la Proposition 6.3.3 & f = Idpof o Idg. |

Corollaire 6.6.8. Soit P := Mp, p,(Idg). Alors :

Vfe £(E)> MBz(f) = P_IMBl(f)P'

Démonstration. C’est une conséquence directe de la Proposition 6.6.7 et de la Proposi-
tion 6.6.4. [ |
Exemple 6.6.9. On considére E = R3 avec les bases
Bi =1((1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)) et B2:=1((2,1,3),(1,2,1),(0,1,1)).
—_—— —— —— —— —— ——
=le1 =eg =e3 = =ivg =3
Soit s € L(R?) définie par :
s(v1) =1, s(ve) =wve, s(v3) = —vs.

Alors s? = Idg et ainsi s est une symétrie. De plus :

10 0
Mg,(s)=[0 1 0
00 —1

Par ailleurs :
vi=2-e1+1-e3+3-e3,
vg=1-e1+2-e3+1-e3,
v3=0-e1+1-eg+1-e3,

donc :
2 1 0
Mz, 5, (Idg)=(1 2 1
3 1 1
Ainsi :
1 1 -1 1
MBI7BQ (IdE) = MBQ,Bl (IdE)_l - 1 2 2 -2
-5 1 3

On obtient alors :

MB1 (3) = MBLBQ (IdE)MB2 (3)M32751 (IdE)

1 1 -1 1 1 0 O 2 1 0
:Z 2 2 =2 01 0 1 2 1
-5 1 3 0O 0 -1 3 1 1
IR v
T4

-17 -6 -2
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6.7 Solutions des exercices

Solution de I’Exercice 6.1
Supposons que f = Aldg. Alors Mp(f) = AMp(Idg) = A,.

Supposons que Mg(f) = Al,. Soit u € E. Soit X € M, 1(R) la matrice colonne des
coordonnées de u dans la base B :

viellpl, Xji=cj(u).
On note Y € My, 1(R) la matrice colonne des coordonnées de f(u) dans la base B :
vie[Lpl, Y= ci(f(u).
On applique la Proposition 6.2.1 :
Y = Mg(f)X = (M,)X = \X.

Autrement dit :
Vi€ [Lpl, c(f(u)=Yn=AX; = Acj(u).

On a ainsi obtenu :

)= ci(f(w)-e;=> (Acjw)-e;=A-> cj(u) ej=A-u,

=1 =1 j=1

donc f = A1dg.

Solution de ’Exercice 6.2

1. Supposons que s est une symeétrie. Alors s> = Idg. Soit B une base de E. Alors :
Mg(s)* = Mp(s*) = Mp(ldg) = I,
Réciproquement, soit B une base de E telle que Mp(s)? = I,. Alors :

Mp(s*) = Mp(s)? = I, = Mg(Idg),

donc s? = Idg.

2. Supposons que p est un projecteur. Alors p?> = p. Soit B une base de E. Alors :

Mg(p)? = Mp(p®) = Mp(p).

Réciproquement, soit B une base de E telle que Mg(p?) = Mg(p). Alors :
Mp(p®) = Mp(p)* = Mp(p),

donc p? = p.



Chapitre 7

Déterminant

Dans ce chapitre, E désigne un R-espace vectoriel. On rappelle que, pour n € N*, E”
désigne le produit cartésien de n copies de F :

E"=EXEx--E={(uy,...,uy); Vi € [1,n],u; € E}.
[ —

n fois

7.1 Applications n-linéaires

Définition 7.1.1. Soient F' un R-espace vectoriel et n € N*. On dit qu’une application

L: E"— F
est n-linéaire si L est linéaire par rapport a chacune de ses variables, c’est-a-dire que,
pour tout i € [1,n], pour tout (u1,...,u;i_1,Uit1,...,u,) € E"! fixé, Iapplication
E—F
U; —r L(’U,l, vy Ug— 1, Uiy Uit 1y - - - ,un)

est linéaire.

Exemple 7.1.2. Toute application linéaire est une application 1-linéaire.

Exemple 7.1.3. On considére 'application
L: M,(R) x M,(R) - M, (R)
(A, B) — AB.
Soient (Ay, Az, B) € M,(R)3 et A € R. Alors :
L(AA1 + A3, B) = (M1 + A2)B = A(A1B) + (A2B) = AL(A1, B) + L(As, B),

donc A — L(A, B) est linéaire. On montre de la méme fagon que, pour A € M, (R)
fixée, l'application B + L(A, B) est aussi linéaire. Ainsi, ’application L est 2-linéaire.

175
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Exercice 7.1
Solution page 218.
Soient F et I’ deux R-espaces vectoriels, et n € N*,

1. Soient Lq et Lo deux applications E™ — F', n-linéaires. Montrer que 'application
Li+Ly: E"— F
(ut,...,up) = Li(ug,...,uy) + Lo(ug, ..., up)

est n-linéaire.

2. Soit L: E™ — F une application n-linéaire. Soit A € R. Montrer que 'application
AL: E" — F
(U, ..oy up) = AL(ug, ..., up)
est n-linéaire.

3. Montrer que ’ensemble des applications n-linéaires entre E™ et F, muni des opé-
rations définies précédemment, est un R-espace vectoriel.

Proposition 7.1.4. Soient F' un R-espace vectoriel et n € N*. Soit L: E™ — F une
application n-linéaire. Alors :

V(ui,...,up) € E"Vie[1,n], L(ui,...,ui—1,0,Uit1,...,un) = 0p.

Démonstration. Soient (u1,...,u,) € E™ et ¢ € [1,n]. Par linéarité par rapport a la
i-éme variable, on obtient :

L(Ul, s 7ui—170E7ui+17 s ,’LLn) = L(ula s 7ui—170 ' 0E7ui+17 s ,’LLn)
=0-Llut,...,ui1,08,Uir1,. .., U)
=0p.

Définition 7.1.5. Soit n € N*. Une application n-linéaire E™ — R est appelée une
forme n-linéaire.

Exemple 7.1.6. L’application

L:R3x R R
((z1,72,23), (Y1, Y2, ¥3)) = T1y1 + T2y2 + 23Y3

est une forme 2-linéaire sur R3. En effet, soient ((x1,z2,3), (21, T2, 33), (Y1, Y2, y3)) €
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R3 x R3 x R3 et A € R. Alors :

L(A(x1, 22, x3) + (%1, T2, 3), (Y1, Y2, Y3))
= L((A\x1 + Z1, \xa + T2, \x3 + T3), (y1, Y2, Y3))
= (Az1 + Z1)y1 + (Az2 + Z2)y2 + (A\zs + T3)ys3
= Az1y1 + Z1y1 + A\x2y2 + Toya + Ax3ys + T3ys
= AMz1y1 + 2292 + x3y3) + (Z1y1 + T2y + T3y3)
= AL((z1, 72, 73), (1,92, y3)) + L((Z1, T2, T3), (Y1, Y2, ¥3)),

et on montre de la méme fagon la linéarité par rapport a la seconde variable.

Définition 7.1.7. Soit n € N*. Soit L: E™ — R une forme n-linéaire. On dit que L
est alternée si :

Y(uy, ..., u,) € E™, (33, ) € [1,n]*/(i # j et u; = u;) = L(uy, ..., u,) = 0).

Dit de fagon un peu moins formelle, une application n-linéaire est alternée si, dés qu’un
vecteur est répété, I'image est nulle.

Exemple 7.1.8. L’application
L:R?xR? >R
(1, 22), (Y1, Y2)) = T1Y2 — Tay1

est 2-linéaire. En effet, soient ((x1,z2), (Z1,%2), (y1,72)) € R? x RZ x R? et X\ € R.
Alors :

L(A(z1,22) + (Z1,22), (41, ¥2)) = L((Az1 + 21, Awz + Z2), (y1,y2))
= (A1 + T1)y2 — (A\z2 + T2)11
= Ar1Y2 + T1y2 — AT2y1 — T2y1
= Mx1y2 — 2291) + (T1y2 — T201)
= AL((z1,22), (y1,92)) + L((Z1, Z2), (y1,¥2))

et la linéarité par rapport a la seconde variable se démontre de maniére similaire. On
peut montrer par ailleurs que c’est une forme alternée. En effet, soit (z1,z2) € R2.
Alors :

L((l’l,l'g), (1'1,1'2)) = T1T2 — T2x1 = 0.

Dans cet exemple, on peut notamment remarquer :

L((y1,92), (x1,22)) = y1702 — y2x1 = — (2192 — T2y1) = —L((21,72), (Y1, 42)),

qui est en fait une propriété qui se généralise a toute forme n-linéaire alternée, comme
I'indique le résultat suivant : en échangeant deux vecteurs, on ne fait que multiplier le
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résultat par —1.

Proposition 7.1.9. Soit n € N*. Soit L: E™ — R une forme n-linéaire. Alors L est
alternée si et seulement si

V(ui,...,up) € E" Vi€ [1,n—1],Yj € [i + 1,n],

L(ul, ey U1, Uy U1y e v ey Uj—1, Ugy Ujgdy - - -y un)
= —L(ul, ey U1y Uy Ui 1y o v vy Uj—1,5 Ugy Ujg 1y - -y un).
Démonstration. Supposons L alternée. Soient (us, ..., u,) € E™ et (i,5) € [1,n]* tel

que i < j. On commence par appliquer la définition de forme alternée :
L(ui, ..o i1, Ui 4 Wjy Wi 1, ooy Uje1, Wi+ Uy Uity oo, Up) =0

car on a utilisé deux fois le vecteur u; + u;. Ainsi, par linéarité par rapport a la i-éme et
la j-éme variables, on obtient :

0= L(ul,. ey U1y Uy Ui 1y e v ey U1, Uj + Uy Ujq 1y - .,un)

+ L(ul,. cey U1y Uy Ui 1y v vy Uj—1, Ui+ Uy Uit 1, - - - ,un)

= L(ul, ey U1y Uy U1y v v vy Uj—1 5 Uy Ujg1y - - ,un)
=0

+L(’LL1, ey Uy Uy U Ty ey Uj— 15 Uy U1y - - .,Un)

+ L(ul, sy Ug—1, Ugy Ui 1y + v oy Uj—1, Ujy Ui, - - .,Un)

F L(Ut, e Wi 1, Wy Wi 1y« ey U1, Uy U Ty - - -5 Up),s

=0

d’oul le résultat.

Réciproquement, soit (u1, ..., u,) € E™ tel qu'il existe (4,7) € [1,n]%, i # j, tel que
u; = u; = u. Alors :

L(ul, ey U1, Uy U 1y e e ey Uj—1, Uy Ut 1y - - - ,un)
= L(’U,l, ey U1, Ugy Uit 1y e v o Uj—1, Ugy Ujg1y - - - ,un)
= —L(ul, ey U1y Uy Ui 1y o v vy Uj—1,5 Ugy Ujg1y - - .,un)
= —L(ul, ey U1y Uy U 1y e v ey Uj—1, Uy Ujg 1y - - ,un),
d’ou :
L(uwi, ..oy Wi, Uy Wi 1y - ooy U1, Uy Ujip 15 -« 5 Up) = 0,

et ainsi L est alternée. [ |
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Corollaire 7.1.10. Soit n € N*. Soit L: E™ — R une forme n-linéaire alternée. Alors :
Vi e ﬂl,n]],‘v’(ul, R ,un) S En, L(ul, ey U1, Uy Ui 1y - v -y un)

= (_1)i_1L(Ui7 ULy e ooy Ug—1, Ug-15 -+ - 7un)‘

Démonstration. On procéde par récurrence sur i € [1,n]. Le cas i = 1 est trivial : on
ne touche a rien, u; = uy est déja en premiére position. Supposons le résultat vrai pour un
certain ¢ € [1,n — 1]. Soit (uy,...,uy) € E™. On utilise la Proposition 7.1.9 :

L(ul, ey Ug—1y Uy Uit 1y Uj4-25 - - - ,un) = *L(ul, ey Ug—1y Ujt1y Ujy U425 - - - ,un).
On note alors :
(Ul, e s Vi—15U3, V41, V425 - -« ,Un) = (ul, cen s Ug—1s U1y Ugy Uj42y -+ -« ,un),
de sorte que :
L(ul, ey Ug—1, Ugy Uit 15 Ug4-25 - - - ,un) = —L(Ul, ey V=1,V V41, UVi42, - - - ,Un).
On applique alors 'hypothése de récurrence :
L(’Ul, ey Ui—15 V5, U415, V42, - - - ,vn) = (—1)1'71[/(’1)1‘, Vlyeo o3 Vi—1,Ui415Vj42, . .- ,Un).
Autrement dit :
L(ul, ooy Ug—1y Ugy Uit 1y Uj425 - - - ,un) = (—1)iL(ui+1, ULy e ooy Uj—1, Ujy Ui424 - - - ,un),
et ainsi le résultat est démontré. |

Proposition 7.1.11. Soit n € N*. Soit L: E™ — R une forme n-linéaire. Alors L
est alternée si et seulement si pour toute famille liée (uq,...,u,) de vecteurs de E,
L(uy,...,up) =0.

Démonstration. Soit (ug,...,u,) une famille liée. Alors il existe des réels A\i, ..., A,

Z)\k U = OE.
k=1

En particulier, il existe j € [1,n] tel que A; # 0. On écrit :

)\j‘Uj:—Z)\k-uk.

k=1
k#j

non tous nuls tels que :
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Par linéarité de L par rapport a la j-éme variable, on obtient :

)\jL(ul,...,uj,...,un):L(ul,...,)\j-uj,...,un)
n
:L<u1,...,—2)\k-uk,...,un>
k=1
kit
n
:—Z/\kL(ul,...,uk,...,un)
=
:07

car, & I'intérieur de la somme, chaque uy, est répété deux fois. Comme A; # 0, on en déduit
L(uy,...,uy) =0.

Réciproquement, soit (ui,...,u,) € E™ tel qu'il existe (i,7) € [[1,n]]2, i # 7, tel que
u; = uj. Alors la famille (u1, ..., uy) est liée et ainsi L(u1,...,u,) = 0. [ |

7.2 Déterminant d’une famille de vecteurs

Dans cette section, et dans toute la suite de ce chapitre, on suppose que E est un R-
espace vectoriel de dimension finie. On note n := dim(F) et on se donne B := (e, ..., €ey)
une base de E. On note ¢;, i € [1,n], les applications coordonnées dans la base B.

7.2.1 Cas de la dimension 2

Dans un premier temps, on suppose que n = 2. En particulier, B = (e, e2). Commen-
gons par considérer une forme 2-linéaire alternée sur F, que l'on note L. En utilisant la
2-linéarité, on peut calculer, pour tout (u1,uz) € E? :

L(ui,u2) = L(cr(ur)er + co(u)es, uz)
= c1(u1)L(e1,ug) + ca(u1)L(ez, u2)
c1(ur)L(ey, c1(ug)er + ca(ug)ea) + ca(uy)L(es, c1(ug)er + ca(usg)es)
= c1(u1)c1(ug)L(er, er) + ci(ug)ea(uz)L(er, e2)
+ ca(ug)er(ug) Lieg, e1) + ca(ur)ca(uz)L(es, e2).

Or, L est alternée, donc L(ej,e1) = L(ez,e2) = 0 et L(ez,e1) = —L(e1,e2). On a ainsi
obtenu :

L(ul, UQ) = (Cl(ul)CQ(UQ) — 02(u1)01(uQ))L(61, 62).
Définition 7.2.1. On appelle déterminant en base B I'application

detp: Ex E — R

(ul, UQ) — Cl(ul)CQ(UQ) — CQ('LLl)Cl(UQ).

La remarque qui précéde constitue alors la preuve du résultat suivant.
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Proposition 7.2.2. Soit L une forme 2-linéaire alternée sur E. Alors :
V(u1,us) € E?, L(uy,us) = detg(ur,us)L(er,ea).

En particulier, la connaissance de L(ey, e2) détermine entiérement L.

Proposition 7.2.3. Le déterminant en base B est I'unique forme 2-linéaire alternée
sur E vérifiant
detg(er, e2) = 1.

Démonstration. Existence. La linéarité des applications coordonnées implique directe-
ment la 2-linéarité du déterminant en base B. Soit u € E. Alors :

detg(u,u) = c1(u)ce(u) — ca(u)er(u) =0,
donc le déterminant est une forme alternée. Finalement :

detg(er,e2) = c1(er)ca(ez) — ca(er)ci(e2) =1-1—-0-0=1.

Unicité. Soit L une forme 2-linéaire alternée sur E telle que L(eg, e2) = 1. Alors :
V(ui,uz) € B, L(uy,up) = detp(u1, uz) L(er, e2) = detp(uy, us),
=1

donc L = detg. |

Ainsi, le déterminant en base B est « caché » dans toute forme 2-linéaire alternée sur
E. Mais ce n’est pas sa seule propriété.

Proposition 7.2.4. Soit B := (u,v) une famille de deux vecteurs de E. Alors B est
une base de F si et seulement si detp(u,v) # 0. Dans ce cas :

detp(u,v)detz(er,e2) = 1.

Démonstration. Supposons que B soit une base de E. En particulier, on peut définir
le déterminant en base B, qui est une forme 2-linéaire alternée sur E. Ainsi :

1 = detz(u,v) = detg(u,v)detg(er, e2),

d’ot 'on déduit que detg(u,v) # 0.

Réciproquement, on raisonne par contraposée. Supposons que (u,v) ne soit pas une
base de E. Comme cette famille contient deux vecteurs dans un espace vectoriel de di-
mension 2, elle n’est donc ni libre ni génératrice. En particulier, elle est liée et ainsi
detg(u,v) = 0 car detg est une forme alternée, en conséquence de la Proposition 7.1.11. W
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Exemple 7.2.5. Considérons E = R?, muni de la base canonique
B :=((1,0),(0,1)).

Considérons la famille

B = ((0,1),(2,3)).

On décompose les vecteurs de cette famille selon la base B :

(1,0)=0-(1,0)+1-(0,1),
(1,1)=2-(1,0) + 3-(0,1).

Ainsi :
detp((0,1),(2,3)) =0-3—-1-2=—-2#0,
donc B est une base de R2. Si on considére la famille

F = ((1,1),(2,2)),

alors :

donc :
dets((1,1),(2,2) =12 1-2=0,

donc F n’est pas une base de R? (et ce n’était clairement pas le chemin le plus court
pour le montrer!).

7.2.2 Cas de la dimension 3

On suppose maintenant n = 3 : B = (e, e2,e3). Comme pour la dimension 2, on se
donne une forme 3-linéaire alternée L sur E. Soit (u1,us,us3) € E. Commencons par
utiliser la linéarité de L par rapport & la premiére variable :

L(uy,u2,u3) = L(ci(ur)er + ca(ui)es + c3(ur)es, uz, ug)
= c1(u1)L(er, ug, u3) + ca(uy)L(ea, ug, us) + c3(u1)L(es, ug, us).

Pour i € [1, 3], on utilise la linéarité par rapport a la deuxiéme variable pour obtenir :

L(ej,ua,u3) = L(e;, c1(u2)er + ca(uz)es + cs(uz)es, us)
=C1 (UQ)L(BZ‘, €1, Ug) + C2(U2)L(€i, €9, Ug) + C3(U2)L(€i, es, U3).
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On peut alors continuer le calcul :

L(uy,u2,u3) = c1(u1)(c1(uz) L(er, er,us) +ca(uz)L(er, ez, us) + c3(uz)L(er, e3, u3))
————

=0
+ ca(ur)(c1(uz) Liez, e1,u3) + ca(uz) L(ez, €2, u3) +c3(uz) L(es, €3, u3))
=0
+ 03(U1>(01 (UQ)L(E?,, €1, U3) + ¢y (UQ)L(eg, €9, U3) + C3(U2) L(eg, es, U3))
=0
On peut déja faire quelques permutations :
L(eg,e1,u3) = —L(e1, e2,u3), L(ez, es,u3) = —L(es, ez, u3),

L(es, e1,u3) = —L(ex, e3,u3).

Ainsi :
L(ul, ug, U3) = (Cl (ul)CQ(UQ) — 02(u1)61 (UQ))L(el, €9, U3)
+ (c1(u1)es(uz) — cz(ur)er(uz))Lier, e3, u3)
+ (c3(ur)ca(uz) — ca(u1)es(uz))L(es, ez, u3).

En utilisant la linéarité par rapport a la troisiéme variable et le caractére alterné de L, on
obtient :

L(ela €2, U3) = 63(u3)L(€17 €2, 63)7
L(€1,€3,U3) = 62(u3)L(€1763762) = _CQ(U3)L(€1a€27e3)a

L(es, ez, u3) = c1(uz)L(es, e2,e1) = —ci(us)L(eq, e, €3).

On déduit alors de tous ces calculs la définition et le résultat suivants.

Définition 7.2.6. On appelle déterminant en base B 'application

detg: E° - R
(ul, uz, U3) = C1 (u1)02 (UQ)Cg(Ug) + CQ(U1)03(’U,2)01 (Ug) + 03(u1)01 (UQ)CQ(Ug)
— c3(ur)ca(uz)er(uz) — ca(ur)er(ua)es(us) — c1(u)es(uz)ea(us).

Proposition 7.2.7. Soit L: E3 — R une forme 3-linéaire alternée sur E. Alors, pour
tout (uq,us,ug) € B3 :

L(u1,u2,u3) = detg(ui,u2,us)L(er, ez, e3).

Proposition 7.2.8. Le déterminant en base B est I'unique forme 3-linéaire alternée
sur E telle que :

detp(e1, e2,e3) = 1.
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La preuve de ce résultat est la méme qu’en dimension 2, la seule difficulté qui s’ajoute
étant de ne pas se perdre dans les indices. On peut 1égérement améliorer la lisibilité de la
preuve en introduisant les applications

V(i,j5,k) € [1,3]%,  Cijr: (ur,uz,uz) = ci(ur)ej(uz)ek(us),
et en remarquant que
detg = C123 + Ca31 + C312 — C321 — C213 — C130.

On peut alors utiliser le fait que les C;j;, sont toutes 3-linéaires (mais pas alternées!) pour
obtenir la 3-linéarité du déterminant. Le caractére alterné peut également s’obtenir avec
ces applications, aprés un peu de gymnastique mentale.

Proposition 7.2.9. Soit B := (u, v, w) une famille de trois vecteurs de E. Alors B est
une base de F si et seulement si detp(u, v, w) # 0. Dans ce cas :

detp(u, v, w)det;z(e1, e2,e3) = 1.

Démonstration. Exactement la méme preuve qu’en dimension 2. |

Exemple 7.2.10. Considérons E = Ro[X] muni de la base canonique
B:=(1,X,X?%.

Soit la famille )
Bi=(X—-1,-2X?+2X 4 3,4X? —4X - 3).

On décompose les vecteurs de cette famille selon la base B :
X-1=(-1)-1+1-X+0-X?
—2X? 42X +3=3-1+2-X +(-2)- X2,
4X2% —4X —3=(-3)-14(-4)- X +4- X2
Ainsi :
detp(X —1,-2X2 +2X +3,4X? —4X —3)

= (=1)-2:441-(=2)-(=3)+0-3-(=4)—0-2-(=3)—1-3-4— (1) - (=2) - (-4)
= 6#£0,

donc B est une base de Ry[X].
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7.2.3 La dimension 3 via la dimension 2

On a pu se rendre compte que le cas de la dimension 3 était trés similaire & celui de
la dimension 2, & ceci prés que la multiplication des indices rend les preuves un peu plus
fastidieuses. Avant de passer aux dimensions supérieures et multiplier & nouveau les indices,
voyons déja si on peut faire un lien entre la dimension 2 et la dimension 3.

On garde donc I’hypothése que n = 3, avec la base B = (eq, €2, e3). On n’oublie pas que
I’on dispose du déterminant en dimension 2, dont I’existence et 'unicité ont été démontrés
dans la Proposition 7.2.3.

Comme B est une base, c’est en particulier une famille libre. Ainsi, By := (e2,e3) C B
est également libre : c’est donc une base de Fi = vect(B;). On définit

p: EF—F
u > co(u)ea + cs(u)es

dont on vérifie aisément qu’il s’agit d’'un endomorphisme, et plus particuliérement d’un
projecteur, avec Im(p) = F;. Notons également :

Vue E, p(u)=u—ci(u)e;.

Soit L: E® — R une forme 3-linéaire alternée. Soit (uy,ug,u3) € E3. La linéarité de L
par rapport & la premiére variable permet d’écrire :

L(uy, ug,uz) = Lcy(ur)er + p(ur), ug, uz) = c1(ur)L(e1, ug, uz) + L(p(ur), ug, ug).

On fait de méme avec la deuxiéme variable :
L(p(u1), uz, uz) = c1(uz2) L(p(u1), e1, uz) + L(p(u1), p(uz), us).
Et encore un coup avec la troisiéme variable :
L(p(u1),p(uz),u3) = c1(ug) L(p(u1), p(uz), e1) + L(p(u1), p(uz), p(us)).
On a donc obtenu :
L(uy,ug,ug) = c1(ui)L(er, ug, us) + c1(uz)L(p(u), e1,us) + c1(us)L(p(ur), p(uz), e1)
+ L(p(u1), p(uz), p(us)).

Utilisons maintenant le fait que L est alternée. Pour commencer :

L(p(u1),e1,u3) = —L(e1, p(u1),uz) et L(p(wr),p(uz),e1) = Ler, p(u1), p(uz)).

De plus, (p(u1),p(uz),p(us)) est une famille de trois vecteurs de F} qui est un espace de
dimension 2 : cette famille est donc liée, et ainsi L(p(u1),p(u2),p(us)) = 0. On obtient
alors :

L(uy,uz,u3) = c1(u1)L(er, ug, uz) — c1(uz)L(er, p(u1), uz) + c1(uz) L(er, p(ur), p(uz)).
On introduit maintenant 'application
Li: i xF =R
(v2,v3) = L(e1, v2,v3).
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Lemme 7.2.11. Pour tout (vs,v3) € E? :

L(e1,v2,v3) = L1(p(v2), p(v3)).

Démonstration. Soit (v2,v3) € E?. Par linéarité par rapport a la deuxiéme variable :
L(e1,va,v3) = L(e1, c1(va2)er + p(v2),v3) = c1(va)L(e1, e1,v3) + L(er, p(v2),vs3).

Comme L est alternée, L(ej,e1,v3) = 0. On fait de méme avec la troisiéme variable pour
obtenir le résultat. [ |

En utilisant ce résultat, on obtient :

L(uy,ug,uz) = c1(u1) Ly (p(uz), p(us)) — c1(u2) L1 (p(ur), p(us)) + c1(uz)Li(p(ur), p(us2)),

ol on a également utilisé le fait que p est un projecteur.

Comme L est 3-linéaire alternée, on vérifie aisément que L; est une forme 2-linéaire
alternée sur Fj. Comme dim(F;) = 2, on peut donc utiliser le déterminant en dimension
2:

V(’Ug,vg) € Fy x Fiy, Ll(’l)z,’l)g) = detgl (1)2, U3)L1(€2, 63).

Ainsi :
L(uy,ug,uz) = c1(u1) detg, (p(u2),p(us))Li(e2, e3) — c1(uz) detg, (p(u1), p(uz))L1(e2, e3)
+ c1(us) detp, (p(u1), p(uz))L1(ez, e3).
En revenant a la définition de L1, on a Li(es, e3) = L(ey, ez, e3) et ainsi :
L(u1,uz,u3) = (c1(u1) detg, (p(uz), p(us)) — c1(uz2) detp, (p(u1), p(us))
+ c1(u3) detg, (p(u1), p(u2)))L(e1, ez, e3).
On a donc bien envie de définir :
detp(u1,uz,uz) = c1(u1) detg, (p(u2), p(us)) — c1(uz) detp, (p(u1), p(us))
+ c1(us) detp, (p(u1), p(u2)).

La 3-linéarité de detg ne fait aucun doute : elle découle directement de la linéarité des
applications coordonnées, de celle de p, et de la 2-linéarité de detp,. Par ailleurs, soit
u € E. Alors :

detp(u, u, uz) = c1(u) detp, (p(u), p(uz)) — c1(u) detp, (p(u), p(us))
+ c1(uz) detp, (p(u), p(u)).
Comme detp, est alternée, detg, (p(u), p(u)) = 0, et les deux autres termes se compensent,

menant a :
detg(u, u,us) = 0.
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On montre de la méme fagon que :
detg(u,uz,u) =0 et detg(ur,u,u) =0,

donc detp est alternée. Finalement :

detp(er, ez, e3) = ci(e1) detp, (p(ez), p(es)) — ci(e2) detg, (p(e1), p(es))
+ c1(e3) detg, (p(e1), p(e2)).

Or, ci(e2) = ci(e3) = 0, et on vérifie facilement que p(e2) = ez et p(ez) = ez, donc
detp, (p(e2),p(e3)) = 1. Comme de plus ¢1(e1) = 1, on obtient bien :

det3(61a€2a€3) =1

Exemple 7.2.12. On considére £ = M3 1(R) muni de la base canonique B =
(ela€2a€3):

1 0 0
€1 = 0 y €y — 1 s €3 — 0
0 0 1

Pour reprendre les notations qui précédent, on introduit le plan F; de base B; =
(e2,€3). On note p la projection de E sur Fj, qui s’écrit ici :

On se donne trois vecteurs
1 4 7
u= |2, v=|[5], w=]|[8
3 6 9

On utilise la formule précédente :

detp(u, v, w) = c1(u) detg, (p(v), p(w)) — c1(v) detp, (p(u), p(w))
+ c1(w) detp, (p(u), p(v)).

Autrement dit :

1 4 7 0 0 0 0
detpg 21,15]),18 =1-detg, 51,18 —4 - detp, 21,18
3 6 9 6 9 3 9
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Il reste alors & appliquer la formule du déterminant en dimension 2 :

detg(u,v,w) = (5-9—6-8) —4(2-9—3-8)+7(2-6 —3-5) = 0.

7.2.4 Cas de la dimension quelconque

On suppose maintenant dim(E) = n > 3, toujours avec la base B = (ey,...,ey).
Supposons construit le déterminant en dimension n — 1 (c’est notamment le cas pour
n = 3 grace a la Proposition 7.2.3). On va s’inspirer de ce qu’on a fait pour passer de la
dimension 2 & la dimension 3, mais cette fois-ci pour passer de la dimension n — 1 a la
dimension n.

Soit By = (ea,...,e,). Comme By C B et que B est libre, By est libre, et c’est donc
une base de F; := vect(By). Soit 'application

p: E—FE
n
u ch(u)ej
j=2

dont on peut vérifier qu’il s’agit d’'un projecteur de E tel que Im(p) = Fj. Remarquons
également :
Vue E, p(u)=u—ci(u)e;.

Soit L: E™ — R une forme n-linéaire alternée. Soit (uy,...,u,) € E™. Montrons par
récurrence que :

Vi€ [Ln], Llut,...,un) = c1(uj)L{p(ur),...,pluj_1), €1, 41, .., un)
=1

=+ L(p(ul)v s ,p(Ui),UiJrl, v 7un)'
On commence par utiliser la linéarité par rapport a la premiére variable :
L(ul') ce ,Un) = L(Cl<’U,1)€1 +p(u1)7u27 vee 7“”)
= ci(ur)L(er,ua, ..., uy) + L(p(ui),ug, ..., up),
et ainsi le résultat est vrai au rang ¢ = 1. Supposons qu’il le soit pour un certain rang
i € [1,n — 1]. On utilise la linéarité par rapport a la (i 4+ 1)-éme variable :
L(p(ul)7 e 7P(Ui)7ui+1, e ,Un) = L(p(ul), e ap(ui),cl(ui+1)el +p(ui+1),ui+27 e ,Un)
= c1(uir1)L(p(ur), ..., p(wi), e1, Uit2, . ., Un)
+ L(p(u1)7 .. 7p(ui)7p(ui+1)u Ui4-25 - - - )un)a

et il suffit d’injecter cette égalité dans ’hypothése de récurrence pour obtenir le résultat.
Pour ¢ = n, on obtient en particulier :

L(uy,...,uy) = ch(uj)L(p(ul), oo p(ujo1), e, uigt, o un) + Lp(ur), - ., p(un)).
j=1
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Or, (p(uy),...,p(uy)) est une famille de n vecteurs de F} qui est un espace de dimension
n — 1, donc cette famille est liée et L(p(uy),...,p(u,)) = 0. Ainsi :

L(uy, ... ,up) = ch(uj)L(p(Ul), e (Wi—1)s €1, Uk, - Un ).

Jj=1

Pour chaque j € [1,n], on invoque le Corollaire 7.1.10 pour ramener e; en premiére
position :

n

L(ui,...,up) = Z(—l)j_lcl(Uj)L(el,p(Ul)a e >p(uj—1)7uj+1, ey Up).
j=1

Introduisons maintenant ’application

Ly: FP7P =R

(va,...,vn) — L(e1,va, ..., vp).

Lemme 7.2.13. Soit (vz,...,v,) € E"" 1. Alors :

L(ei,va,...,vn) = L1(p(v2),...,p(vy)).

Démonstration. On utilise la linéarité par rapport a la deuxiéme variable :

L(ey,va,...,vy) = L(ey,c1(va)er + p(va), vs, ..., v,)
= c1(ve)L(e1,e1,vs,...,v,) + L(er, p(v2),v3, ..., 0p).

Comme L est alternée, L(ey,e1,vs3,...,v,) = 0, et il suffit ainsi de faire la méme chose
pour les autres variables pour obtenir le résultat. |

En appliquant ce résultat, on obtient :
n .
L(uy, ..., up) = Z(—l)ﬁlcl(uj)Ll(p(ul), oo p(ui—1), p(Ujs1), - - p(Un)).
j=1

Remarquons maintenant que, puisque L est n-linéaire alternée, Lq est elle-méme (n — 1)-
linéaire alternée sur F; qui est de dimension n — 1 : on peut donc utiliser le déterminant
dans cette dimension. Autrement dit :

V(va,...,vn) € FI™ 1 Li(va,...,v,) = detg, (va, ..., vn)L1(ea,. .., en).
En revenant & la définition de Ly, on lit :

L1(627 s 7en) = L(el) . '7€n)'
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Ainsi :
L(u, ... up)
= Z(_l)j_lcl(uj)detBl(p(ul)a"'7p(ujfl)’p(uj+l)7---ap(un)) L(ela---yen)-
j=1

Définition 7.2.14. On appelle déterminant en base B 'application

detg: E" — R

(ul’ s 7“71) = Z(*l)j_lcl (U’j) detBl (p(ul)v s ,p(ujfl),p(u]qu), s ap(un))'
j=1

On a donc obtenu le résultat suivant.
Proposition 7.2.15. Soit L: E” — R une forme n-linéaire alternée sur E. Alors,
pour tout (uq,...,u,) € E™:

L(ui, ... ,up) =detg(uy,...,up)L(e1,...,epn).
Théoréme 7.2.16. Le déterminant en base B est 'unique forme n-linéaire alternée

sur F vérifiant
detg(eq, ... en) = 1.

Démonstration. Les applications coordonnées sont linéaires, de méme que le projecteur
p. Comme de plus detp, est (n — 1)-linéaire, on en déduit que detg est n-linéaire. Vérifions
quelle est alternée. Soit pour cela (k,£) € [1,n]* tel que k < £ et up = w; = u. Par
définition :

n .

detg(ui,...,up) = Z (=17 ey (ug) detp, (p(ur), -, p(wj—1), p(tjs1), - - -, p(un))
j=1
J¢{k,0}
+ (=1 ey (u) detg, (p(ua), - - -, p(up—1), p(Uk41), - - -, P(Un))
+ (_1)57101 (U) detBl (p(ul)) s ,p(’LLg_l),p(’LLg+1), s 7p(un))

Or, pour j € [1,n] tel que j ¢ {k,¢}, k € [1,j—1]U[j+1,n], et il en va de méme

pour £. Ainsi, la famille (uq,...,uj—1,uj11,...,u,) contient deux fois le vecteur u, donc
detg, (p(u1),...,p(uj—1),p(wjt1),...,p(un)) = 0 car detp, est alternée. Par ailleurs :

detBl (p(ul)a s 7p(uk:—1)7p(uk+1)a s 7p(un))
= detBl (p(’LL1), v ’p(uk—l)vp(uk—i-l)a s ,p(ue_l),p(u),p(uz+1), s 7p(un))a
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ainsi que :

detp, (p(u1), ..., p(uk—1),p(w), p(ugs1), ..., p(un))
=detp, (p(u1), ..., p(ur—1), P(Ur+1), - -, P(ue—1), P(tes1), - - -, p(tn)).

On peut donc obtenir la méme quantité en déplagant p(u), par exemple dans la seconde
égalité : on le met a la place de p(uy—1), ce qui nous donne ¢ — k — 1 déplacements. Donc :

(1) " detp, (p(ur), -, p(wg—1), p(u41); - - p(un))
+ (=) dets, (p(wa), -, p(u—1), p(), pug1), - -, p(un))
= (- 1)’“ Vdets, (p(wr), - - p(ur—1), p(uk11), -, p(tn))
+ (1) (=D dets, (p(w), - p(ug—1), p(upsa), -, p(ug)) = 0.
On a donc obtenu :
detg(u1,...,u,) =0,
donc detp est alternée. De plus :

n

detp(er, ... en) = > _(=1)' " er(ej) detp, (plen), - .- plej-1), p(ej11), - - plen))
= ——

:517j
= detp, (p(62), ces ap<en))
= detBl (627 e ,en)
=1.

Enfin, c’est bien la seule forme n-linéaire alternée vérifiant cette égalité. En effet, soit
L: E™ — R une forme n-linéaire alternée telle que L(ey,...,e,) = 1. Alors, pour tout
(uiy...,up) € E™:

L(uy, ... ,up) =detp(uy,...,uy) L(er, ..., en),

d’ou L = detg. [ |

7.2.5 Interprétation géométrique du déterminant
Considérons le plan R? muni de la base canonique B = (eq, e3) :
€1 = (1>O)a €2 = (0’ 1)

Soient deux vecteurs
u = (a,b) € R?, v:=(c,d) € R%

On définit un parallélogramme ABCD & partir de ces deux vecteurs :

A(0,0), B(a,b), Cla+c,b+d), D(c,d).
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L’aire de ce parallélogramme est égale a celle du rectangle formé par le segment [AB] et le
segment [BH], ou H est le projeté orthogonal de B sur la droite (CD), comme l'illustre
la [figure & faire].

Pour A > 0, on considére la méme construction en laissant v inchangé mais en multi-
pliant u par A. L’aire de ce nouveau parallélogramme AB’C’D sera donc donnée par laire
du rectangle formé par [AB’] et [B'H'] avec H' le nouveau projeté orthogonal. Or :

AB' = \AB,

donc on a multiplié I'aire précédente par A. [figure a faire|

Considérons maintenant un autre vecteur w € R?. On conserve v pour construire le
parallélogramme, mais on utilise maintenant u + w pour définir 'autre coté. On peut se
convaincre assez facilement que 'aire de ce parallélogramme est la somme des aires des
parallélogrammes associés & u et v, et & w et v. |figure a faire|

Ce raisonnement illustre la linéarité de l'aire du parallélogramme par rapport a la
premiére variable. On peut cependant faire le méme raisonnement avec le vecteur v, et on
obtient la linéarité par rapport a la seconde variable. Ainsi, ’aire du parallélogramme est
une forme 2-linéaire.

On peut essayer de construire un parallélogramme avec deux fois le méme vecteur u et
v : on obtient un quadrilatére aplati, qui a donc une aire nulle. Ceci illustre que laire est
une forme alternée.

Enfin, si on considére u = e; et v = eg, on obtient le carré unité, dont 'aire est égale
a 1. Ainsi, l'aire du parallélogramme est une forme 2-linéaire alternée, qui vaut 1 sur la
base : par unicité, il ne peut donc s’agir que du déterminant.

7.2.6 Quelques propriétés
On peut commencer par généraliser le résultat qui avait été obtenu en dimension 2.

Proposition 7.2.17. Soit B := (uy,...,u,) une famille de n vecteurs de E. Alors B
est une base de FE si et seulement si detg(ug,...,u,) # 0. Dans ce cas :

detp(u,...,u,)detz(er, ... e,) = 1.

Démonstration. On procéde comme en dimension 2. Si B est une base, on utilise le fait
que le déterminant en base B est une forme n-linéaire alternée sur E :

1 =detg(u1,...,up) = detg(us,...,u,)detg(er, ..., en).

Réciproquement, supposons que B ne soit pas une base de E. Comme cette famille
contient n vecteurs, elle est donc liée, et ainsi detg(uq,...,u,) = 0. |

Il peut parfois étre utile d’utiliser des expressions alternatives du déterminant. Il a

-----
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coordonnée. Il est tout a fait possible de faire un raisonnement similaire pour développer
par rapport & n’importe quelle coordonnée. Pour cela, on introduit

Bj = B\ {e;},
pour j € [1,n], base de Fj := vect(B;) qui est 'image du projecteur
pj: E—FE
u = u—cj(u)e;
et sur lequel on peut définir 'application (n — 1)-linéaire alternée
Lj: F'"' >R

(v2,...,vp) — L(ej,va,...,vp,).
Proposition 7.2.18. Soit I € [1,n]. Alors, pour tout (ui,...,u,) € E™:

detg(ui, ..., uy)

n

= (=) (=17 er(uy) dets, (pr(wa), -, pr(wj—1), pr(ujia), - - pr(un)).
j=1

Démonstration. Soit L: E™ — R une forme n-linéaire alternée. Alors :

L(uy,...,up) = Lcr(uy)er + pr(ui), ug, ..., up)
= cr(u1)L(er,ua, ..., un) + L(pr(ur), uz, ..., un).

En continuant de la méme facon pour toutes les variables, on obtient :
n
L(uy, ... uy,) = Zc](uj)L(pI(ul), oo pr(Ui—n), e, wigt, -, Up)
j=1

+ L(pr(u1), - -, pr(un)).

Or, (pr(u1),...,pr(uy)) est une famille de n vecteurs de F; qui est un espace vectoriel
de dimension n — 1, donc L(pr(u1),...,pr(uy)) = 0. On fait ensuite « remonter » ey en
premiére position dans chaque terme de la somme pour trouver :

(=17 ep(ug)Ller, pr(ur), -« - pr(wj—1), wjs1, - - -, Un)

I
NE

L(ub s 7un)

<.
Il
-

(=1 Yer(uy) Li(pr(wa), - - - pr(wj—1), pr(ujs1), .-, pr(un))

I
NE

<.
Il
—

(=1)7 " er(uy) detp, (pr(ur), - - -, pr(uj—1), pr(wjs1)s - - -, pr(un))
L[(el, ey €1—15,€141, - - .,6n).

I
NE

<.
Il
—
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Or:
Li(er,...,er—1,€r41,.-.,6n) = L(er,e1,...,€1-1,€141,...,6pn) = (—1)171[/(61, ceey€p).

Ce développement vaut pour n’importe quelle forme n-linéaire alternée L. En considérant
L = detp, on obtient le résultat. |

Exemple 7.2.19. On considére £ = M3 1(R) muni de la base canonique. Soient
1 4 1
u= |0, v=[0], w=/[2
2 3 3

On peut remarquer :
co(u) = ca(v) =0,

donc il peut étre intéressant de développer par rapport a la deuxiéme coordonnée. En
effet, 'application de la formule précédente avec I = 2 donne :

dets(u, v, w) = — (Ci@ dets, (p2(v), pa(w)) — g(ﬁ) detp, (p2(u), p2(w))
=0 =0

+ ca(w) dets, (p2(u), p2(v)))
= —2(1-3-2-4) = 10.

Il est aussi possible de développer le déterminant par rapport & un vecteur bien précis.

Proposition 7.2.20. Soit J € [1,n]. Alors, pour tout (u1,...,u,) € E™ :

detp(u, ..., up)

= (=177 Y ()" eiug) dets, (pi(ua), -+ pilug-1), pilugi), -, pilun)).
1=1

Démonstration. Soit L: E™ — R une forme n-linéaire alternée. On applique la linéarité
de L par rapport a la J-éme variable :

=1

n
L(uy, ... up) = L (ulw--auJ—lazCz’(UJ>eiauJ+1v . 7un>

n

= ZCZ‘(UJ)L(UL e U T, €4y Ty - ey Un)-
i=1
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On fait alors « remonter » e; a la premiére position :

n

L(ut,...,up) = Z(—].)J_ICZ'(UJ)L(BZ‘,’LH, e U Ty Uy ey Up)
i=1

n
= (-1’7t Z ci(ug)Li(pi(u1), ..., pi(us—1),pi(wss1), .-, pi(un)).
i=1
Il reste & utiliser le déterminant en dimension inférieure :

L(u,...;un) = (=1)771 Y " ei(ug) dets, (pi(ur); -, piwg—1), piugs), - - pilun))

i=1 Li(elu“'7€i—1)6i+17"'7€’n)
n

= (—1)J_1 Zci(uJ) detp, (pi(u1), - - -, pi(ws—1), piwyt1), - - - pi(un))
=1 L(ez‘,el,...,ei_1,€i+1,...,€n)

= (=17 (=1 Tei(uy) detp, (pi(wr), - ., piug—1),
=1 pi(wyt1), ..., pi(un))Lier, ... €n)

et on obtient encore une fois le résultat en considérant L = detg. |

Exemple 7.2.21. Considérons encore une fois £ = M3 1(R) muni de la base cano-
nique. Soient

1 0 )
u= 12|, v=1[4], w=|6
3 0 7

On peut remarquer que v a presque toutes ses composantes nulles, donc il peut sembler
intéressant de développer par rapport a ce vecteur. Appliquons la formule précédente
avec J = 2 :

detp(u, v, w) = — (3@ detp, (p1(u), p1(w)) — c2(v) detg, (p2(u), p2(w))
=0
+ e3(v) det, (p3(u), p3(w)))
hnyl
=4(1-7-3-5) = —32.

Ces développements du déterminant, et plus particuliérement celui donné par la Pro-
position 7.2.18, nous permettent de démontrer le résultat suivant, qui ne semble pas si
immeédiat que cela & premiére vue. Par définition, le déterminant est linéaire par rapport
a chacune des variables. Nous allons démontrer qu’il est également linéaire par rapport a
chacune des coordonnées (en quelque sorte).
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Lemme 7.2.22. Soit (uy,...,uy) € E". Soit I € [1,n]. Soient w € R™ et A € R. Soit
la famille (vy,...,v,) € E™ définie par :

(u; i AT
Vje[L,n],Vie[1,n], ci(vy):= ci(uj) S? z +
Acr(uj) +w; sidi=1.

Soit la famille (wy, ..., w,) € E™ définie par :

Vj € [1,n],Vi€ [1,n], ci(w;) = {Ci(uj) sii# 1,

wj sii=1.

Alors :

detg(vy,...,v,) = Adetp(u, ..., u,) + detg(wy, . .., Wy).

Démonstration. On utilise la Proposition 7.2.18 pour développer le déterminant par
rapport & la I-éme coordonnée :

n

detg(vy,...,vn) = Z(—l)lﬂq(vj) detgs, (pr(vi),...,pr(vj—1),pr(vj+1),...,pr(vy)).
j=1

Or:
Vi€ [Ln],Vie [Ln]\{I}, ci(v)) = ciuy),
ce qui implique :
\V/] € [[]-an]]a p[(vj) :pI(uj)

On obtient ainsi :

detg(vi, ..., vn) (—1)" (Aer(uy) + wy)

1 detp, (pr(u1),...,pr(wj—1),pr(wjs1), ..., pr(uy))

I
M=

<.
Il

(—1)"er(uy) dets, (pr(ur), - - -, pr(uj—1), pr(wjsr), . . ., pr(un))

<
Il
—

[
'D?:

n

+ Y (=1 wjdetp, (pr(ur), - .., pr(uj—1), pr(uisn), - -, pr(un))-
j=1

On applique & nouveau la Proposition 7.2.18 pour obtenir :

(—1)I+jc1(uj) detp, (pr(ui),...,pr(wj—1),pr(wjs1), ..., pr(uy)) = detg(ug, ..., up).
1

n

J
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Par ailleurs, la définition des w; permet d’écrire :

n
> (=) w;dets, (pr(w), - - pr(uj—1), pr(ujia), - - pr(un))
=1 )
= (=1)"er(@y) detp, (pr(1), .., pr(@s-1), pr(hjs1), . ., pr(in))
j=1
= detg(ﬁ)l, ce ,’U~)n),
en ayant encore une fois utilisé la Proposition 7.2.18. |

Exemple 7.2.23. On considére E = Mo ; (R) muni de la base canonique B. Ce dernier
résultat peut étre illustré de la fagon suivante (avec [ =1) :

() (%) (2. () (). 2)

d’ou1 'idée de « linéarité par rapport a un coefficient ».

Ce lemme peut sembler un peu technique, mais il nous permet de démontrer le résultat
suivant. L’énoncé est assez lourd en notations, mais il s’agit de montrer que le déterminant
reste le méme lorsque 'on considére la « transposée » d’une famille de vecteurs.

Proposition 7.2.24. Soit

d: E" — E"
(ul, - ,un) — (¢1(U1, RN un), ey an(ul, - ,un)),
ou :
VEk € [1,n], or: E" - FE
n
(Uty .. yup) — ch(uj)ej.
7j=1
Alors :
detg o® = detg.
Démonstration. Soit (ui,...,u,) € E™. On pose :

Vk € [[l,nﬂ, Uy = qSk(ul, R ,un) = ch(uj)ej,
j=1

de sorte que :
detg o®(uy,...,uy) = detg(ty, ..., Uy).
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Soit I € [[1,n]. Nous allons montrer que detp o® est linéaire par rapport a la I-éme variable.
Soient pour cela w € E et A € R. On note :

Vk € [[1,71]], Vg = ¢k(u17” . ,’U,[_]_,)\'U,[ + W, Ur41, - ..,Un)

= ch(uj)ej + (Aex(ur) + cp(w))er.
=1

i
On a alors :
Wk € [1,n], {Ci(vk) = cp(ug) = ciu), ) pour i € [1,n] \ {I},
cr(vg) = Aeg(ur) + cp(w) = Aer(ay) + cp(w).

On définit ensuite, pour k € [1,n], Wy € E par :
Vie [1,n] \ {I},ci(wy) = citug, cr(wx) = cp(w).
On peut donc appliquer le Lemme 7.2.22 :
detp(vi,...,vn) = Adetp(dy, ..., ay,) + detg(wy, ..., Wy,).

Autrement dit, on vient de démontrer :

detg o®(uy, ..., ur—1, \uy + W, U1, ..., Up)
= Adetpo®(uy,...,uy) +detgo®(ui, ..., ur—1, W, Urq1,...,Up),
donc detg o® est linéaire par rapport a la I-éme variable. Comme I est quelconque, on en
déduit que detg o® est n-linéaire.
Supposons maintenant qu’il existe p # ¢ tels que u, = uy = u. Alors :

n

Vk e [1,n], ¢r(ui,...,uy) = Z ck(uj)e; + cp(u)(ep + €q)

j¢j{:p,1q} € vect((B\ (ep, q)) U{ep + €4})-

Autrement dit, les ¢ (u1, .. ., uy,) sont n vecteurs pris dans un espace de dimension au plus
n — 1 : ils forment une famille liée. Donc :

detg o®(uy, ..., uy) = detg(d1(u, ..., up), ..y Gn(ut, ..., up)) =0,
et ainsi detg o® est alternée.

Finalement :
Vk e [1,n], or(er,...,en) = ek,

donc :
detgo®(eq,...,e,) =detp(er,...,ey) = 1.

En résumé, detp o® est une forme n-linéaire alternée sur £ qui vaut 1 sur la base B.
Comme detp est la seule forme n-linéaire alternée vérifiant cela, on en déduit le résultat. W
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Exemple 7.2.25. Pour mieux comprendre le terme de « transposée », on peut consi-
dérer £ = M3 1(R). On obtient :

ai b1 c1 a1 a2 as
detg | a2 |, |b2],|ce =detg [ | b1 |, |b2], |03
as b3 c3 c1 Cc2 c3

Proposition 7.2.26. Soit F' un R-espace vectoriel tel que dim(F) = dim(E) = n.
Soit B == (fi,..., fn) une base de F. Soit ¢ € L(E,F) I'unique application linéaire
telle que :

Vi € [[1,%]], (b(el) = f;.

Alors :

V(ui,...,uy) € E", detg(ui,...,up) = detg(dp(u1),. .., d(un)).

Démonstration. On pose
L:E"—R

(U1, .., up) = detg(d(ur), ..., d(un)).

On vérifie aisément que L est une forme n-linéaire alternée sur E. Ainsi :
V(ul,...,up) € E",  L(uy,...,u,) =detg(ug,...,un)L(e1,...,en).

D’une part :

L(uy, ..., u,) = detz(od(ur), ..., o(un)).
D’autre part :

Let,...,en) = detg(o(er),...,d(en)) = detg(f1,..., fu) =1,

d’ou le résultat. [}

Une conséquence de ce résultat est qu’il est toujours possible de ramener le calcul d’un
déterminant dans un espace de dimension finie quelconque & un calcul de déterminant
sur un autre espace de méme dimension. Par exemple, on peut toujours se ramener &
M, 1(R). On note &, = (Ei,...,E,) la base canonique de M, 1(R), donnée par les
matrices élémentaires :

Vi€ [l,n],vie [Ln], (Ej)a=70j

On note ¢, l'unique application linéaire dans L(E, M, 1(R)) envoyant B sur &,. Il est
plutdt rapide de vérifier que :

Vu e E\Vi € [1,n], (fn(u))in = ci(u).
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Corollaire 7.2.27. Pour tout (uy,...,u,) € E™ :
detg(u1,...,u,) = detg, (Ppn(u1), ..., on(un)).

L’avantage de ce point de vue est que la manipulation de déterminants devient un peu
plus facile & visualiser, en particulier pour ce qui est des formules de développements vues
précédemment. En effet, avec ¢,, on peut identifier n’importe quel vecteur ©u € FE & une
matrice colonne donnée par :
c1(u)

Pn(u) = :
cn(u)

Plus intéressant, on voit plus facilement & quoi ressemblent les différentes projections :
c1(u)
¢j-1(u)

®n (pj (u)) = 0

cjr1(u)

cn(u)

que l'on identifie facilement a un vecteur de M,,_; 1 (R) en « retirant » le j-éme coefficient
(toujours nul). Pour cela, on introduit, pour j € [1,n] :
Rj! Mn,l(R) — Mn—l,l(R)
ou :
X1, sii < 7,
vie[Ln-1], (Ri(X)ia=4,"" "0
Xiy11, sii>j.

De maniére un peu moins formelle, on peut tout simplement écrire :

x1

x1
VX € My (R =
€ n,l( )a Rj : - Ti1
Tn j.
Tn

Avec ces notations, et en utilisant les résultats précédents, on obtient ainsi le résultat
suivant.
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Corollaire 7.2.28. Soit (u1,...,u,) € E™. On note :
Vj e [[1,71]], Cj = qﬁn(uj)
Pour tout I € [1,n] :

detg(ul, ey un) = detgn (Cl, e ,Cn)

I

(—1)I+j(0j)]’1 detgnfl(R](Cl), cee R[(ijl), R[(Cj+1), - ,R[(Cn)).
7=1

Pour tout J € [1,n] :
detg(uq,...,u,) =detg, (C1,...,Cyp)

= Z(—l)i—i_J(CJ)i,l detgnfl(Ri(Cl), Ce. ,Ri(CJ_l), Ri(CJ+1), Ce ,Rz(Cn))
=1

Exemple 7.2.29. L’intérét de ces formules est essentiellement pratique : on fait « na-
turellement » apparaitre les simplifications qui arrivent en passant & la dimension
inférieure. Par exemple, dans M3 1(R) :

2 3 11

e [ (3) (3. (22)) =2 ((2)- (2)) - s () (22)
6 7 13
4 5)
cirase (3. (2))

=2.(5-13—-7-12) —3-(4-13—6-12)
+11-(4-7-6-5)
=0.

Remarque 7.2.30. Avec toutes ces expressions qui font appel & la dimension infé-
rieure, on peut raisonnablement se poser la question : ces formules restent-elles valables
en dimension 27 En effet, nous n’avons pas défini le déterminant sur un espace de di-
mension 1.

Le concept de forme alternée n’a aucun sens en dimension 1. On peut cependant
montrer que toute forme linéaire L sur un tel espace est de la forme :

L= L(el)cl.

On obtient alors qu’une définition naturelle du déterminant en dimension 1 revient a
choisir detg = c1, I'application coordonnée.
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7.3 Déterminant d’'un endomorphisme

Théoréme 7.3.1. Soit B := (by,...,b,) une base de E. Alors :

Vfe L(E), detg(f(e1),...,[f(en)) =detg(f(b1),...,f(bn)).

Démonstration. Soit f € L(F). On définit
L:E"—R
(U1, ..., up) — detg(f(ui),..., flup))

dont on vérifie aisément qu’il s’agit d’une forme n-linéaire alternée sur E. Ainsi :

V(s un) € ™ detg(f(ur), .., flun)) = Llur, ... up)
= detg(ul, ey un)L(bl, ey bn)
— det(ui, ..., un) det(f(b1), .- ., f(ba))-

En particulier :
detp(f(e1),. .., f(en)) = detz(er, ..., en)detp(f(b1),..., f(bn)).
Par ailleurs, detg est elle-méme une forme n-linéaire alternée, donc :
V(ug,...,u,) € E" detg(ut,. .., uy) = detg(uy, ..., u,)detg(bi,...,by).
En particulier :
detg(f(b1),..., f(bn)) = detz(f(b1),..., f(bn))dets(b1,...,by).

On obtient ainsi :

detg(f(e1),..., f(en)) = detg(er, ..., e,)detp(by, ..., by)detz(f(b1),..., f(bn)),
=1

d’ou le résultat. [}

Définition 7.3.2. Soit f € L(F). On appelle déterminant de I’endomorphisme f, noté
det(f), la quantité :

det(f) == detp(f(e1),..., f(en)).

Remarque 7.3.3. Le Théoréme 7.3.1 garantit que le déterminant d’'un endomor-
phisme est indépendant de la base choisie.
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Proposition 7.3.4. Soit f € L(F). Alors :

V(Ul, s 7un) S Env detB(f(u1)7 cey f(un)) = detB(ulv SRR un) det(f)

Démonstration. Soit
L:E" =R
(Ui, ... up) = detg(f(ur), ..., f(un))

dont on vérifie aisément qu’il s’agit d’une forme n-linéaire alternée. Ainsi :

V(u,...,up) € E" detg(f(u1),..., f(un)) = L(u1, ..., uy)
=detg(ui,...,un)L(e1,...,€n)

= detB(ulv s 7un) detB(f(el)v s 7f(€n))
= detp(u1, ..., u,)det(f).

[
Proposition 7.3.5. Le déterminant de I'identité est égal a 1 :
det(Idg) = 1.
Démonstration. Pour tout i € [1,n], Idg(e;) = e;, donc :
det(Idg) = detg(Idg(e1),...,Idg(e,)) = detg(er, ..., e,) = 1.
[

Proposition 7.3.6. Soit (f,g) € L(E)?2. Alors :

det(f o g) = det(f) det(g).

Démonstration. On commence par appliquer la définition :

det(f og) = detg(fog(er),...,foglen)) =dets(f(g(er)),---, flglen)))-

On applique ensuite la Proposition 7.3.4 :

dets(f(g(er)), - f(g(en))) = dets(g(er), . -, g(en)) det(f),

et on termine en appliquant la définition du déterminant de g :

detg(g(e1), -, g(en)) = det(g),

d’ou le résultat. [}
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Exercice 7.2
Solution page 218.
Soit s € L(E) une symétrie. Montrer que det(s) = +£1.

Proposition 7.3.7. Soit f € L(E). Alors f est bijective si et seulement si det(f) # 0.
Dans ce cas :

det(f~1) = det(f)~t.

Démonstration. Commengons par démontrer 1’équivalence :
f bijective <= (f(e1),..., f(en)) base de E (Corollaire 4.3.13)
<~ detp(f(e1),..., f(en)) #0 (Proposition 7.2.17).
=det(f)

De plus :
1 =det(Idg) = det(f o f) = det(f) det(f 1)

par application de la Proposition 7.3.6. |

7.4 Déterminant d’une matrice

On rappelle que, a toute matrice A € M, (R), on peut associer un endomorphisme
canonique

fA: Mml(R) — ./\/lml(R)
X— AX.

Définition 7.4.1. Soit A € M, (R). On appelle déterminant de la matrice A, noté
det(A), la quantité :
det(A) = det(fa).

A partir de cette définition, on peut déja démontrer quelques résultats qui sont des
conséquences directes des résultats obtenus sur les endomorphismes dans la section précé-
dente.

Proposition 7.4.2. Le déterminant de la matrice identité vaut 1 :

det(1,) = 1.

Démonstration. Commengons par remarquer :
VX € Mu1(R), f1,(X) = In X = X =1Id g, ,»)(X),
donc f1, = Idp, ;(r), et ainsi :

det([n) = det(f]") = det(Idel(R)) =1.
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Proposition 7.4.3. Soit (A, B) € M, (R)?. Alors :

det(AB) = det(A) det(B).

Démonstration. On commence par remarquer :
VX € Mp1(R), fap(X) = (AB)X = A(BX) = fa(BX) = fa(f(X)) = fao f5(X),
donc fup = fa o fi et ainsi :
det(AB) = det(fap) = det(fa o f5) = det(fa) det(fs) = det(A) det(B)

en appliquant la Proposition 7.3.6. |

Proposition 7.4.4. Soit A € M,(R). Alors A est inversible si et seulement si
det(A) # 0. Dans ce cas :
det(A™1) = det(A)!

Démonstration. On commence par 1’équivalence :

A inversible <= f4 bijective (Théoréme 5.5.3)
<= det(fa) #0 (Proposition 7.3.7).
——
—det(A)
De plus :
1 = det(I,,) = det(AA™) = det(A) det(A™1),
par application de la Proposition 7.4.3. |
Pour la suite, rappelons que &, = (E1,..., Ey) désigne la base canonique de M, 1(R).
On note également &, == (ET .. ET) la base canonique de My, (R). Lorsqu’il n’y aura

pas d’ambiguité, on notera 81mplement E =&, et & =&, Mais avant de passer aux
résultats, voyons déja un petit exemple.

Exemple 7.4.5. Soit la matrice

A= (; i) € My(R).

Son endomorphisme associé est alors :

fa: M21( ) = Mo 1(R)

1 + 2z9
3x1 + 4z
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dont on va calculer le déterminant pour obtenir celui de A (puisqu’il s’agit de la seule
définition a laquelle on a accés pour le moment). Le déterminant de f4 ne dépend pas
de la base, il semble donc sage de considérer la base canonique £. Commengons par

caleuler ; e ( ((1))) _ (;) L falB) = fa (@) B @ |

det(A) = det(fa) = dete <<;> , (i)) —1.4-3.2— -2

Dans cet exemple, on peut remarquer que calculer le déterminant de la matrice revient
a calculer le déterminant de ses colonnes. Il ne s’agit pas d’un « coup de chance » : c’est
une propriété commune & toutes les matrices, comme le montre le résultat suivant.

Ainsi :

Proposition 7.4.6. Soit A € M, (R). On note (C1,...,Cy) € M, 1(R)" les colonnes
de A :
A=(C1 -+ Cy).

Alors :

det(A) = detg(Cy,...,Cp).

Démonstration. Pour tout j € [1,n] :
fa(Ej) = AE; = G,

d’ou :
det(A) = det(fa) = dete(f(E1),..., f(Ey)) =detg(Ch,...,Cp).

Exercice 7.3
Solution page 219.

Soit (A1,...,An) € R™. Soit la matrice

A 0 e e 0
0 X O :
D = S :
0 M—1 O
0 0 An

Calculer det(D).
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Proposition 7.4.7. Soit A € M,(R). On note (L1, ...,Ly,) € My, (R)" les lignes de
A:
Ly
A=1...
Ly,
Alors

det(A) = detg(L1,...,Ly).

Démonstration. On commence par appliquer la Proposition 7.4.6 :
det(A) = detg(Ch,...,Ch),
ou C1, ..., Cy sont les colonnes de A. On applique alors la Proposition 7.2.24 :
detg(Cq,...,Cp) =detg(p1(Ch,...,Ch)y. ooy On(Chy ..., Ch)).
Dans notre cas, les applications ¢ s’écrivent :

O Mp1(R)" = M, 1(R)

(C1, ceey Cn) — Z(Cj)k71EJ‘.
j=1

Ainsi, pour k € [1,n] et pour tout i € [1,n] :

(Br(C1,. . Cn))in = D (Cra(Eia = Y (Ciradji = (Colra = Ak = (Li) 1,
=1 =1
et ainsi :
¢k(015 o aCTL) — LTa
donc :

detg(Cy,...,Cy) =detg(LT, ... LD,

et il suffit alors d’appliquer la Proposition 7.2.26 pour conclure, 'application transposée
étant un isomorphisme entre M, 1(R) et My ,(R). [ ]

Corollaire 7.4.8. Soit A € M, (R). Alors det(A) = det(AT).

Démonstration. On note C1, ..., Cy, les colonnes de A, et on note L1, ..., L, ses lignes.
Par la Proposition 7.4.7, on a :

det(A) = detg(Ll, cee ,Ln)
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Or :
Vie[1,n], L;=EA=EI'A=(ATE)T = (far(E:)T.
Ainsi :
det(A) = detz((far (E1)", ..., (far(En)T) = detg(far(B1),. .., far(Ey)) = det(AT).

|
Pour (k,¢) € [1,n]?, on note :
Rk,€: MR(R) - Mn—l(R)
A R]@g(A)
ou :
Rio(A) == (Re(C1) -+ Ri(Ce—1) Ri(Cpp1) -+ Ri(Ch)),

ou (C1,...,Cp) € M, 1(R)™ désigne les colonnes de A. Schématiquement, Ry ¢(A) n’est
autre que la matrice obtenue en retirant la k-éme ligne et la ¢-éme colonne de A :

ai,1 o a1g—1 aip ai (+1 Tt QAln
ag—1,1 - Ag—14—-1 0Gk—1¢ Qg—16+1 " GQk—1n
Ripe: | arn -+ agpe—1 oy, Aket1 0 Gkp
ak4+1,1 - Ag+14—-1 Ok410 Qk4+16+1 " Ak+ln
an,1 T Gn 0—1 W An 041 T Gn.n
ai,1 o a1-1 aj p+1 o Al
N ag—11 - Ag—14—-1 Ok—14¢4+1 - QAk—1n
Ak+1,1 °°° Qg+140—1 OQk4+140+1 " QAk+1n
Gn,1 te Qp 0—1 Qp 041 T ann

Avec cette notation, une conséquence immeédiate du Corollaire 7.2.28 et de la Proposi-
tion 7.4.6 est le résultat suivant.

Proposition 7.4.9. Soit A € M, (R). Pour tout I € [1,n] :
det(A) = 3 (1) Ay det(Ry 5 (A)).
j=1
Pour tout J € [1,n] :
det(A) = zn:(—l)WAi, gdet(R; 7(A)).

i=1
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Ces formules nous permettent de développer le déterminant d’une matrice par rapport
a une ligne ou une colonne. Comme ce résultat peut sembler quelque peu indigeste avec
toutes ces notations, voyons un exemple.

Exemple 7.4.10. On cherche & calculer le déterminant de :
1 2 3
A=14 5 6
78 9
On peut par exemple choisir de développer par rapport a la premiére ligne :

det(A>—1det<<g 3))—20@((3 g))*““((? 2))

—1(5-9-8-6)—2(4-9—T7-6)+3(4-8—7-5)
= 0.

Bien entendu, développer par rapport a autre chose donnerait le méme résultat. Consi-
dérons par exemple le développement par rapport a la troisiéme colonne :

det(A)::sdet((;l g))—ﬁdet«; §>>+9det<<i §>>

—3(4-8—7-5)—6(1-8—7-2)+9(1-5—4-2)

Théoréme 7.4.11. Soit f € L(E). Alors :

det(f) = det(Mp(f))-

Démonstration. Soit ¢ € L(E, M,,1(R)) I'unique application linéaire telle que :
vke[Lnl, oler) = By
On peut appliquer la Proposition 7.2.26 :

det(f) = dets(f(e1), .., flen)) = dete(¢(f(e1)), . -, ([ (en)))-

Soit j € [1,n]. On peut décomposer f(e;) dans la base B :

fle)) = 3 exlfles)en.
k=1

Ainsi :
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Autrement dit, pour tout i € [1,n] :

n

(G(Fe)))in =D cr(Fe))(Er)in =D cr(f(e)dni = ci(f(e;)) = (Ma(f))ijy

k=1 k=1

donc ¢(f(ej)) n'est autre que la j-éme colonne de Mp(f). Il suffit alors d’appliquer la
Proposition 7.4.6 pour conclure. |

Proposition 7.4.12. Soit (u1,...,u,) une famille de vecteurs de E. Soit f € L(E)
définie par :

Vi € [[l,n]], f(e,) = Uy.
Alors :

detp(ui,...,u,) = det(f).

Démonstration. On revient simplement a la définition :

detg(u1, ..., un) = detp(f(e1),. .., f(en)) = det(f).
|

Corollaire 7.4.13. Sous les mémes hypothéses, on décompose les vecteurs selon la
base B : .

Vj € [[1,’0]], Uj = Zaijei.

i=1

Soit :

A= (aij)(i,j)e[[l,n]]Q € Mn(R)
Alors :

detg(uq,...,u,) = det(A).

Démonstration. On commence par remarquer :
V(i,5) € [1,n]?, ai; = ci(wy) = ei(f(e;)) = (Mp(f))i,

donc A = Mp(f), donc il suffit d’appliquer le résultat précédent. |

7.5 Comatrice

Définition 7.5.1. Soit A € M, (R). On appelle comatrice de A, notée Com(A), la
matrice de M,,(R) définie par :

V(i) € [1,n]%, Com(A)i; = (—1)"" det(Ry;(A)).
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Exemple 7.5.2. Soit

Ecrivons la comatrice de A :

(=) det((d))  (—1)2det((e)\ [ d —c
Com(A) = <(_1)2+1 det((b)) (—1)2+2 det((a))) N < ) '

Profitons-en pour faire un petit calcul supplémentaire :
r_ (a b d —b\ [(ad—bc —ab+ab\ [det(A) 0
ACom(4)" = <c d> <—c a > N <cd —cd —bctad) 0 det(A) )’

La formule obtenue dans cet exemple ne dépend pas de la dimension : comme le montre
le résultat suivant, elle est vraie quelle que soit la taille de la matrice.

Proposition 7.5.3. Soit A € M, (R). Alors :

ACom(A)! = det(A)I,.

Démonstration. Commencons par écrire la définition du produit. Soit (i,7) € [1,n]*.
Alors :

(ACom(A)T)ij = Air(Com(A) )k = Ay Com(A)
k=1 k=1

= (—1)7"* Ay det(Rjk (A)).
k=1

Intéressons-nous aux coefficients diagonaux de ce produit. Supposons ¢ = j. Alors :

(ACom(A)");; = > (=1)"* Ay det(Ri(A)).
k=1

On reconnait le développement de det(A) par rapport a la i-éme ligne de la Proposi-
tion 7.4.9. Ainsi :

(ACom(A)T);; = det(A) = (det(A)1,)4.

Continuons avec les coefficients extra-diagonaux. Supposons i # j. Soit (Ly, ..., L,) €
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M, (R)™ les lignes de A. Soit :

B
i
&

En particulier, les lignes i et j de A sont les mémes, donc det(;l) = 0. Développons ce
déterminant par rapport a la j-éme ligne :

det(A) = S (1 Agy det(Ru( A)).
k=1

Par définition de A :

Vk e [L,n], Aj = Ax.
Par ailleurs, A et A coincident en dehors de la j-éme ligne, donc :
VEk € [1,n], R;i(A) = R;1(A).
Ainsi : .
0=det(A) =) (=1)7** A, det(R;r(A)) = (ACom(A)")s,
k=1
d’ou le résultat. |

Corollaire 7.5.4. Soit A € GL,(R). Alors :

A7! =det(A)™! Com(A)T.

Exemple 7.5.5. Reprenons une matrice A de taille 2 x 2 quelconque. Si on suppose
que son déterminant est non nul, alors A est inversible et :

1 d -b
A7l = )
ad — be <c a >

7.6 Calcul du déterminant d’une matrice en pratique

Soit A € M, (R). Le calcul d’'un déterminant étant une opération lourde, nous allons
nous intéresser dans cette section & quelques astuces permettant de simplifier cette tache. . .
lorsque cela s’y préte. On note (C1, ..., Cp) € My 1(R)" les colonnes de A et (L1, ..., L,) €
M, (R)™ ses lignes.
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Notation 7.6.1. On note :

aiy -+ ain
det(A) =

anl - QOnn

L’approche la plus courante pour calculer un déterminant consiste & utiliser la Propo-
sition 7.4.9 autant que nécessaire pour ne plus avoir que des déterminants de taille 2 x 2 a
calculer (déterminants pour lesquels la formule explicite est digeste). On peut par exempler
développer par rapport & la premiére colonne :

a2 - Qip
ailp - Qln azz -+ Q2pn
) ) asy - sy
=ail| : - | —a21
anl - QOnn an2 - Qnn
an2 - Onn
ai2 e A1n
1
+ ...+ (_1)n+ anl
A(n-1),2 " Qn-1)n

Le développement par rapport & la premiére ligne est aussi tout a fait possible :

air -+ Qln a2 -+ A2n ailr aig -+ Qin
=au | : D T a2
Gp1 -+ QGpp Gp2 -+ Qpp Gpl QAp3 - Qpn
azr - A2 (p-1)
+ ...+ (—1)“+1a1n
anl - Gp(n-1)

Le choix de développer par rapport a la premiére ligne, la premiére colonne, ou d’ailleurs
n’importe quelle autre ligne ou colonne, est un choix a faire en pratique, selon les cas.
Assez souvent, on choisira une ligne ou une colonne contenant beaucoup de zéros : ainsi,
on limitera le nombre de « sous-déterminants » & calculer.

Exemple 7.6.2. Dans le cas de la matrice ci-dessous, le choix de développer par
rapport a la troisiéme colonne semble naturel : elle contient deux zéros, ce qui fait que
nous n’aurons alors plus qu’un seul déterminant 2 x 2 & calculer.

1 20
1 4 1 2 1 2
I RN R A T A
18 0 1 8 1 8 1 4
=-2(1x8-1x2)

=—12.
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On a donc tout intérét a développer par rapport & une ligne ou une colonne contenant
des zéros. Mais que faire quand il n’y pas de zéros, ou trés peu? On peut utiliser la
multi-linéarité du déterminant pour essayer d’en créer. Commencgons par rappeler que le
déterminant d’une matrice peut étre vu comme le déterminant de ses colonnes, ou de ses
lignes :

det(A) = detg(Cy,...,Cn) = detg(L1,. .., Ly).

Proposition 7.6.3. Une combinaison linéaire de colonnes/lignes ne change pas le
déterminant. Soient ¢ < j. Pour tout A € R :

d@t(A) = detg(Cl, ey Ciyiny Cj—17 Cj + A, Cj+1, R Cn)
= detg(Ll, cosLyy oo Lj1, Ly + AL, Ljqq, ... , Ly).

Démonstration. Il suffit d’utiliser la linéarité du déterminant par rapport a la j-éme
variable, puis d’utiliser le caractére alterné du déterminant :

detg(Cl, N O/ .,Cj_l,Cj + )\CZ‘,C]'_H, R ,Cn)
= detg(cl, ce ,Cn) + )\detg(Cl, N G/ '7Cj—170iacj+la .. .,Cn),
=0

et on procéde de la méme maniére pour traiter le cas des lignes. |

Exemple 7.6.4. La matrice suivante ne posséde aucun zéro, mais on peut la trans-
former pour en obtenir (ici, on retranche deux fois la premiére ligne a la seconde) :

123 12 3 -
2 4 7/=10 0 1 ——‘4 5‘——(1><5—4><2)—3.
45 1] |4 51

Il est important de ne pas toucher a la ligne/colonne qui est ajoutée/soustraite a une
autre : si on modifie les deux en méme temps, on ne peut pas utiliser le caractére alterné
du déterminant et I’égalité est fausse! Si on veut modifier une ligne/colonne, par exemple
en la multipliant par un scalaire, il faut le faire avant.

Proposition 7.6.5. On peut multiplier une ligne/colonne par un scalaire, a condition
de multiplier le déterminant par cette méme valeur. Soient i € [1,n] et A € R. Alors :

)\det(A) = detg(Cl, ey Ci—l, )\Ci, Cz'—i—la PN ,Cn)
)\det(A) = detg(Ll, ey Lifl, /\Lz> Li+1, e ,Ln)

Démonstration. C’est une conséquence directe de la linéarité du déterminant par rapport
a la ¢-éme variable. |



CHAPITRE 7. DETERMINANT 215

Certaines matrices ont également le bon gotit d’avoir un déterminant facile a calculer.
C’est par exemple le cas des matrices diagonales.

Proposition 7.6.6. Supposons qu’il existe (A1,...,\,) € R™ tel que :

N OO - 0
a=|0

o

0 0 A

Alors :

Démonstration. On peut par exemple utiliser :
det(A) = detg(Cl, RN Cn) = detg()\lEl, ceey )\nEn)
On utilise la n-linéarité du déterminant pour conclure. |

Toute les matrices ne sont bien stir pas diagonales, mais il est parfois possible d’effectuer
des opérations sur les lignes ou sur les colonnes pour récupérer une telle structure. Il n’est
d’ailleurs pas nécessaire d’aller aussi loin : une matrice triangulaire suffit.

Proposition 7.6.7. Supposons que A soit triangulaire (supérieure ou inférieure).
Alors :

det(A) = ﬁau
i=1

Démonstration. On procede par récurrence sur n € N*. Le résultat est évident pour n =
1. Supposons qu'il soit vrai pour un certain n € N*. On suppose alors que A € M,,11(R)
est triangulaire supérieure, et on développe son déterminant par rapport a la derniére ligne.
Comme A est triangulaire supérieure, cette ligne ne contient qu’un seul coefficient non nul
et on obtient :

all e e aln
0
det(A) = An+1,n+1
0 - 0 anpn

On peut alors conclure en utilisant I’hypothése de récurrence. Pour une matrice triangulaire
inférieure, on peut procéder de la méme maniére, ou simplement utiliser la transposée. W

Terminons par un petit rappel : on peut échanger deux lignes ou deux colonnes, a
condition de changer le signe.
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Proposition 7.6.8. Soient ¢ < j. Alors :

det(A) = det(Cl, ey G2, Gy, Cign,y . 7Cj—17Cj7Cj+17 o, Ch)
= —det(Cl, .. -7Ci—17Cj7Cz’+1; ce 7Cj—17Ci;Cj+1; ce ,Cn)

et :
det(A) = det(Lla s 7Li717 Li7 Li+17 s >Lj717 LJ7 Lj+17 cee 7Ln)
= —det(L1,...,Li—1,Lj, Liy1,...,Lj_1,Li, Ljy1,...,Ly).
Démonstration. On utilise le caractére alterné du déterminant. [ |

Exemple 7.6.9. Dans I’exemple suivant, on fait une opération sur la deuxiéme ligne,
puis on échange la deuxiéme et la troisiéme lignes pour récupérer une matrice trian-
gulaire :

1 9 5 |1 9 5 1 9 5
2 18 7/=[0 0 —3/=—]0 11 3 |=—(1x11x (—3))=33.
0 11 3/ |0 11 3 0 0 -3

7.7 Application : méthode de Cramer

Lemme 7.7.1. Soient f € L(FE) un automorphisme de E et b € E. Soit x € E tel que
f(x) =0b. Alors :

Vje[l,n], detp(f(er),...,f(ej=1),b, f(ejt1),...,f(en)) = cj(z)det(f).

Démonstration. On commence par remarquer :

b= f(z)=f (Z Cz‘(UC)ez‘) = Zci(x)f(ez)
i =1
Ains, pour j € [1,n] :
detg(f(el) ,f(€] 1) b, f(e]Jrl) .- af(en))
Zcz detB ) --'7f(€j—1)7f(€i)7f(€j+1)7"'7f(€n))
=1

=0 si i#]

= cj(z) detp(f(e1),. .., flej-1), fles), fl€j+1), -, flen)),

d’ou le résultat par définition de det(f). [
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Théoréme 7.7.2. Soit n € N*. Soient A € GL,(R) et Y € M, 1(R). Soit X €
M, 1(R) tel que AX =Y. On note (C1,...,Cy) € (My1(R))" les colonnes de A. On

note :

V] S [[1,71]], Aj = (Cl-“Cj_lYCj_H'--Cn) .
Alors :
det(Aj)

e 1 X = -2
V] € [[ 7n]]7 71 det(A)

Démonstration. L’espace M,, 1(R) est de dimension n et I’endormorphisme associé a la
matrice A, f4, est un automorphisme car A est inversible. On applique le Lemme 7.7.1 :

Xj1det(A) = Xj1det(fa) = dete(fa(Er), ..., fa(Ej-1),Y, fa(Ejt1), .-, fa(En)).

Or:
Vie [1,n], fa(E;)=AE;=C;,

d’ou le résultat. [}

Exemple 7.7.3. Soient

Commengons par calculer :

1 2

o=} ?

’:1-4—3-2:—2.
Comme det(A) # 0, la matrice A est inversible et le systéme
Az =b

admet une unique solution dans Ms1(R). On note x; et 2 ses composantes. Pour le
calcul de 1, on aura besoin de la matrice :

—4 2
A= (—10 4)’

et plus précisément de son déterminant :

—4 2
det(A4;) = ‘_10 4‘ = (—4)-4—(=10)-2=4.
Ainsi :
det(Al) 4

= det(d) 2 %

T1
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Reste la deuxiéme composante, que 1’on va calculer & I'aide de la matrice :

1 -4
Az = (3 —10)'

On obtient :
1 -4
det(Ay) = ‘3 _10‘ =1-(=10)—3-(—4) =2,
d’out : det(Ay) 5
€ 2
P27 qet(4) T —2

Finalement, on a donc obtenu :

et on peut en effet vérifier :

=) ()

Remarque 7.7.4. Si la méthode de Cramer permet d’exprimer les coordonnées de la
solution d’un systéme linéaire avec une formule plutdt élégante, elle est & bannir en
pratique, notamment & cause de son cotit de calcul faramineux, qui dépasse de loin
celui du pivot de Gauss.

7.8 Solutions des exercices

Solution de ’Exercice 7.1

1.

La n-linéarité est une conséquence directe de la n-linéarité de Li et Lo, et du fait que
F est un espace vectoriel.

2. Méme argument que pour la somme.

3. On peut vérifier tous les axiomes : tout découle du fait que F' est un espace vectoriel.

Solution de ’Exercice 7.2

Comme s est une symétrie, par définition : so s = Idg. Ainsi :

1 = det(Idg) = det(s o s) = det(s)?,

d’ou le résultat.
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Solution de ’Exercice 7.3

Pour j € [1,n], la j-éme colonne de D est \;E;. Ainsi, par n-linéarité :

det(D) = detg()\lEl, ey )\nEn) =AM detg(El, ceey En) =AMy

=1
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